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Введение

Задача повышения разрешения изображений является важной для ши-

рокого класса практических приложений, таких как обработка и анализ

медицинских изображений, обработка аэрокосмических снимков, обра-

ботка данных видеонаблюдения, трансляция видеопотока низкого раз-

решения на современных широкоформатных дисплеях и ряда других за-

дач.

Высокая производительность компьютеров в настоящее время даёт

возможность в реальном времени использовать сложные итерационные

методы повышения разрешения изображений, а также решать задачу

суперразрешения [1,2]. Суперразрешение позволяет сразу по нескольким

различным изображениям низкого разрешения одного и того же объ-

екта построить одно изображение высокого разрешения. Это позволя-

ет достичь большего качества по сравнению с повышением разрешения

каждого из изображений низкого разрешения по отдельности.

Цифровое изображение

v = {vi,j}, i = 0, 1, . . . , Nx, j = 0, 1, . . . , Ny,

представляет собой конечномерную двумерную таблицу размера (Nx +

1) × (Ny + 1), элементам которой, называемым пикселями, присвоено

одно или несколько значений из некоторого конечного множества значе-

ний, в качестве которого обычно используется множество целых чисел

на отрезке от 0 до 255. В случае изображения в градациях серого значе-

нием пикселя является одно число — интенсивность, в случае цветного

изображения значением пикселя является вектор из трёх значений, со-
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ответствующих цветовым компонентам.

Задача повышения разрешения изображений обладает особенностями,

не позволяющими эффективно применять общие методы интерполяции

функций для её решения, поэтому для повышения разрешения изобра-

жений требуется разработка специальных методов. Среди таких особен-

ностей можно выделить следующие:

1. Наличие специфичной априорной информации о содержании и струк-

туре изображения. Примером такой информации является информация

о спектре непрерывного изображения: если изображение удовлетворяет

условиям теоремы Котельникова [3], то возможно его однозначное вос-

становление по дискретному изображению низкого разрешения. Други-

ми примерами являются предположения о сохранении полной вариации

изображения при повышении разрешения, предположения о структуре

контуров объектов.

Для различных классов изображений эта априорная информация раз-

личается, поэтому невозможно разработать универсальный метод повы-

шения разрешения изображений для произвольных изображений.

2. Значимость субъективной оценки результата повышения разреше-

ния. Например, в случае отображения видеопотока низкого разрешения

на экранах высокой чёткости, визуальное качество изображений имеет

решающее значение. При этом имеет значение как отсутствие артефак-

тов, так и правдоподобность получаемого результата: отсутствие иска-

жений, таких как исчезновение мелких деталей или появление новых

деталей.

Наиболее распространёнными артефактами, возникающими при по-

вышении разрешения изображений, являются артефакты, связанные с

искажением высокочастотной информации: эффект размытия, алиасинг

(ступенчатость контуров) и эффект Гиббса. В задачах обработки изоб-

ражений эффект Гиббса проявляется как эффект ложного оконтури-

вания, возникающий при недостатке информации о высоких частотах
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изображения и проявляющийся в виде ореолов возле резких контуров. В

отличие от настоящего эффекта Гиббса, в случае ложного оконтурива-

ния наблюдается обычно только одна или две осцилляции.

На рис.1 приведены примеры этих артефактов.

Размытие Алиасинг Ложное оконтуривание

(ступенчатость контуров) (эффект Гиббса)

Рис. 1: Примеры артефактов, возникающих при повышении разрешения изображений.

Для подавления артефактов, внесённых методами повышения разре-

шения изображений, применяются методы постобработки.

3. В большинстве случаев требуется не построение непрерывного изоб-

ражения, а переход с более грубой сетки на более мелкую. Такой процесс

называют ресамплингом изображений, а коэффициент отношения шага

крупной сетки к коэффициенту шага мелкой сетки — коэффициентом

увеличения изображений.

4. Имеет значение вычислительная сложность алгоритмов повышения

разрешения изображений при их применении в реальном времени.

Объективный анализ качества методов повышения разрешения изоб-

ражений осуществляется с использованием специальных метрик, учиты-

вающих как близость результата повышения разрешения к эталонному

изображению, так и субъективную оценку качества изображения.

Большинство алгоритмов повышения разрешения изображения рабо-

тают с изображениям, содержащими только одну компоненту. Приме-

нение таких алгоритмов к цветным изображениям заключается в пред-

ставлении цветного изображения в виде трёх однокомпонентных изобра-
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жений и повышении разрешения каждого из этих изображений по от-

дельности. При этом часто производится переход в другое цветовое про-

странство, например, YUV, где первая компонента представляет из себя

значение интенсивности — яркостная компонента Y, а оставшиеся две

компоненты определяют цвет. В связи с тем, что чувствительность чело-

веческого восприятия к яркости выше, чем к цвету, такой подход позво-

ляет понизить вычислительную сложность при повышении разрешения

цветных изображений, применяя для повышения разрешения цветовых

компонент быстрые алгоритмы.

Существуют алгоритмы, которые работают с компонентами пикселя

цветного изображения как с единым целым. Например, в задачах выде-

ления контуров используется цветовой градиент [4], позволяющий нахо-

дить контуры, которые нельзя найти, используя только яркостную ком-

поненту изображения. Однако в задачах повышения разрешения изоб-

ражения такие алгоритмы не получили широкого распространения из-за

высокой сложности и практически полного отсутствия разницы в субъ-

ективном качестве изображений по сравнению с методами, не учитыва-

ющими цветовой градиент.

В настоящее время алгоритмы интерполяции цветных изображений

применяются, в основном, для демозаикинга — интерполяции байеров-

ских шаблонов [5]. В большинстве устройств получения цветных цифро-

вых изображений используются матрицы, состоящие из различных фо-

тоэлементов, чувствительных к свету с определенной длиной волны. Ис-

пользуется три типа элементов: чувствительных к красному, зеленому и

синему цветам. Эти три типа элементов расположены в виде мозаики, на-

зываемой обычно байеровским шаблоном. Задача демозаикинга состоит

в получении полноцветного изображения по его байеровскому шаблону.

Целью диссертационной работы является построение регуляризирую-

щих методов повышения разрешения изображений и суперразрешения,

а также методов их анализа и постобработки, включающих в себя разра-
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ботку метрик оценки качества обработки контуров и методов подавления

артефактов, внесённых алгоритмами повышения разрешения изображе-

ния.

В первой главе рассматриваются задачи повышения разрешения изоб-

ражений и суперразрешения. Глава начинается с краткого обзора суще-

ствующих методов повышения разрешения изображений, которые мож-

но разделить на два класса: класс линейных методов и класс нелиней-

ных методов. Преимуществом линейных методов является их простота и

вычислительная эффективность, но, в отличие от нелинейных методов,

невозможно построить линейный метод, в котором не было бы ни одного

из артефактов, приведённых на рис.1.

В диссертационной работе задача повышения разрешения изображе-

ний поставлена как обратная некорректная задача для задачи пониже-

ния разрешения изображений:

Az = u, (1)

где u — известное изображение низкого разрешения, z — искомое изоб-

ражение высокого разрешения, A — оператор понижения разрешения.

Оператор A строится на основе математической модели получения циф-

ровых изображений с помощью камеры.

Для нахождения решения поставленной обратной задачи (1) применя-

ется метод регуляризации А.Н.Тихонова [6]. Задача регуляризации рас-

сматривается в трёх постановках:

I. Нахождение inf (‖Az − u‖+ λΨ[z]) , λ > 0.

II. Нахождение inf Ψ[z] для ‖Az − u‖ ≤ δ, δ > 0.

III. Нахождение inf ‖Az − u‖ для Ψ[z] ≤ C, C > 0.

Определяются условия, при которых постановки I, II и III являются

эквивалентными. Это позволяет выбирать наиболее удобную с вычисли-

тельной точки зрения постановку в зависимости от ситуации.

Также производится анализ выбора норм пространств и стабилизато-
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ра среди наиболее часто используемых в задачах обработки изображений

норм и стабилизаторов.

Вторая глава посвящена оценке качества изображений, обнаружению

и подавлению артефактов на изображениях, возникающих после повы-

шения разрешения. Оценка качества изображений основана на анализе

характерных артефактов алгоритмов повышения разрешения изображе-

ний — размытия и эффекта Гиббса. Предлагается алгоритм нахождения

областей, соответствующих этим артефактам, основанный на использо-

вании математической морфологии. Алгоритм находит базовые конту-

ры на изображении — контуры, которые сохраняются при определённом

уровне деградации качества изображении, а затем выделяет окрестно-

сти, прилегающие к базовым контурам. Предлагаемые метрики оценки

качества изображений в областях базовых границ проиллюстрированы

на примере алгоритма комбинирования результатов двух алгоритмов по-

вышения разрешения изображений.

Рассматриваются задачи подавления эффекта Гиббса и повышения

резкости изображений. Для нахождения решений этих задач применя-

ются регуляризирующие методы. Параметр регуляризации в данных за-

дачах адаптивно определяется с использованием предложенного алго-

ритма оценки уровня эффекта Гиббса. Данная оценка основана на ана-

лизе зависимости значения полной вариации профилей базовых границ

от масштаба.

Третья глава посвящена описанию разработанного программного ком-

плекса и реализации используемых в работе методов минимизации регу-

ляризирующих функционалов. Для минимизации используемых в работе

недифференцируемых выпуклых функционалов используется субгради-

ентный метод. В данной главе также рассматривается задача практиче-

ского выбора значения параметра регуляризации для задачи повышения

разрешения изображений.
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Глава 1

Регуляризирующие методы

повышения разрешения изображений

и суперразрешения

В данной главе рассматривается задача повышения разрешения изобра-

жений в градациях серого. Адаптация методов повышения разрешения

изображений для цветных изображений предлагается в главе 3.

Мы используем представление изображения в виде вещественной се-

точной функции ũ(ihx, jhy) = vi,j, заданной на двухмерной равномерной

сетке
Ω̃hx,hy = {(ihx, jhy) : 0 ≤ i ≤ Nx, 0 ≤ j ≤ Ny},

hx > 0, hy > 0.

Для того, чтобы избавиться от задания граничных условий в явном

виде для каждого конкретного метода повышения разрешения изобра-

жений, удобно произвести продолжение сеточной функции ũ с конечно-

мерной сетки Ω̃hx,hy на бесконечномерную

Ωhx,hy = {(ihx, jhy) : i, j ∈ Z},

hx > 0, hy > 0.
(1.1)

При этом значения функции u совпадают со значениями пикселей

изображения ũ для 0 ≤ i ≤ Nx, 0 ≤ j ≤ Ny, а значения за пределами это-

го прямоугольника вычисляются путём чётного (можно также использо-

вать и другие способы, например нечётное продолжение) продолжения
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относительно его сторон. Чётное продолжение для изображения размера

(Nx + 1)× (Ny + 1) выглядит следующим образом:

ui+2Nxp,j+2Nyq =



ũi,j при 0 ≤ i < Nx, 0 ≤ j < Ny,

ũ2Nx−i,j при Nx ≤ i < 2Nx, 0 ≤ j < Ny,

ũi,2Ny−j при 0 ≤ i < Nx, Ny ≤ j < 2Ny,

ũ2Nx−i,2Ny−j при Nx ≤ i < 2Nx, Ny ≤ j < 2Ny,

(1.2)

где p, q ∈ Z.
Мы также будем использовать δ-представление дискретного изобра-

жения в виде суммы дельта-функций в тех случаях, когда необходимо

произвести переход от дискретного представления к непрерывному без

изменения самого изображения

û(x, y) =
+∞∑

i,j=−∞
ui,jδ(x− ihx)δ(y − ihy),

где δ(t) — дельта-функция:
+∞∫
−∞

f(t)δ(t− t0)dt = f(t0).

1.1 Обзор методов повышения разрешения изображений

1.1.1 Линейные методы повышения разрешения изображений

Простейшим классом методов интерполяции изображений является класс

линейных методов. В общем случае методы этого класса основаны на ис-

пользовании непрерывной свёртки δ-представления изображения и неко-

торого ядра K(x, y) [7]

f(x0, y0) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

û(x0 − x, y0 − y)K

(
x

hx
,
y

hy

)
dxdy =

=
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

ui,jK

(
x0

hx
− i, y0

hy
− j
)
,

(1.3)
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где f(x, y) — интерполированное изображение. На данном этапе не на-

кладывается никаких ограничений на значения пикселей и размер ис-

ходного изображения. Как правило, используется ядро вида K(x, y) =

K(x)K(y). Это позволяет существенно повысить скорость работы ал-

горитма, так как в этом случае интерполяция разбивается на последо-

вательную одномерную интерполяцию сначала по одной оси, затем по

другой:

fi(y) =
+∞∑
j=−∞

ui,jK

(
y

hy
− j
)
,

f(x, y) =
+∞∑
i=−∞

fi(y)K

(
x

hx
− i
)
.

(1.4)

При этом на ядро K(t) накладываются следующие условия:

1. Условие интерполяции

K(0) = 1,

K(n) = 0, n = ±1,±2, . . . .

Это условие нужно для выполнения равенства значений исходного и

интерполированного изображений

f(ihx, jhy) = ui,j, i, j ∈ Z

в узлах сетки Ωhx,hy .

2. Финитность ядра

K(t) = 0, |t| > p > 0.

Так как вычислительная сложность метода интерполяции (1.3) про-

порциональна количеству ненулевых слагаемых в сумме, то для дости-

жения высокой скорости интерполяции выбираются ядра с небольшим

p.

3. Условие нормировки коэффициентов
+∞∑
i=−∞

K(t+ i) = 1, 0 ≤ t < 1.
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Данное условие следует из того, что интерполяция изображения, все

пиксели которого имеют одинаковое значение ui,j = C, должна давать

константную функцию f(x, y) = C.

В работах [8–10] собраны воедино, обобщены и подробно рассмотре-

ны практически все используемые в настоящее время методы линейной

интерполяции.

К наиболее популярным линейным методам можно отнести следую-

щие методы:

1. Метод ближайшего соседа:

K(t) =

1 для − 1/2 ≤ t < 1/2,

0 иначе.

Это самый быстрый метод интерполяции. В случае ресамплинга с це-

лым коэффициентом увеличения он представляет собой простое повторе-

ние пикселей изображения. Данный метод обладает серьёзным недостат-

ком: получаемая функция f(x, y) является разрывной, а на изображении

ярко выражен эффект ступенчатости.

2. Метод интерполяции первого порядка:

K(t) =

1− |t| для − 1 < t < 1,

0 иначе.

В двумерном случае этот метод называют билинейной интерполяци-

ей. Получаемая с помощью этого метода функция f(x, y) является непре-

рывной с кусочно-постоянной первой производной. Артефактами метода

является эффект ступенчатости, но менее выраженный, чем в методе

ближайшего соседа, и небольшой эффект размытия.

3. Метод сплайновой интерполяции третьего порядка (бикубическая
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интерполяция):

K(t) =


(a+ 2)|t|3 − (a+ 3)|t|2 + 1 для |t| ≤ 1,

a|t|3 − 5a|t|2 + 8a|t| − 4t для 1 < |t| < 2,

0 иначе.

(1.5)

Этот метод наиболее часто применяется для повышения разрешения

изображений из-за малого значения p (p = 2) и хорошего баланса между

артефактами размытия, алиасинга и оконтуривания краёв.

4. «Идеальная» интерполяция, основанная на использовании теоремы

Котельникова [3]:

K(t) = sinc t =
sin πt

πt
. (1.6)

Теорема Котельникова гарантирует восстановление непрерывного сиг-

нала по дискретному при условии, что в спектре непрерывного сигнале не

было частот выше 1
2 max(hx,hy) . На практике применение этого метода за-

труднительно из-за того, что ядро (1.6) не является финитным (p =∞),

а спектр естественных изображений не является ограниченным. При ин-

терполяции изображения с помощью данного метода, на изображении

высокого разрешения наблюдается ярко выраженный эффект ложного

оконтуривания, причиной которого является эффект Гиббса.

5. Метод Ланцоша, представляющий собой приближение идеальной

интерполяции финитным ядром:

Kp(t) =

sinc(t) · sinc
(
t
p

)
для |t| < p,

0 иначе.
(1.7)

Параметр p ∈ N задаёт размер ядра. На практике обычно используют

p = 2 и p = 3.

6. Метод интерполяции с использованием функции Гаусса (функции

нормального распределения):

K(t) =
1

σ
√

2π
e−

t2

2σ2 .
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Данный метод интерполяции не удовлетворяет первому условию, тем

не менее, он обладает рядом полезных свойств и широко используется

в обработке изображений. Например, он используется для вычисления

производных любых порядков в произвольных точках на изображении.

Ядро фильтра не является финитным, тем не менее, оно быстро убыва-

ет при росте t, поэтому на практике обычно принимают K(t) = 0 при

|t| > tσ, где значение tσ выбирается таким образом, чтобы ошибка не

превышала заданного значения. При использовании tσ = 3σ значение

ошибки существенно ниже разницы между отображаемыми градация-

ми интенсивности современных мониторов, поэтому на практике чаще

всего используют именно это значение. Для эффективного вычисления

свёртки с фильтром Гаусса используется его приближение с помощью

рекуррентных фильтров [11].

Среди класса линейных методов невозможно выбрать наилучший ме-

тод. Любой линейный метод представляет собой баланс между тремя

типами артефактов: размытия, алиасинга и эффекта Гиббса (см. вве-

дение, рис. 1). Подавление одного из артефактов приводит к усилению

других артефактов.

1.1.2 Нелинейные методы повышения разрешения изображений

Добиться более качественных результатов можно с помощью нелиней-

ных методов, в которых функция усреднения K(x, y) задаётся отдельно

для каждого интерполируемого пикселя и зависит от значений пикселей

интерполируемого изображения.

Примером нелинейных методов является класс градиентных мето-

дов [12–14]. В основе градиентных алгоритмов лежит тот факт, что ин-

терполяция вдоль краёв (контуров) деталей изображения даёт резуль-

таты лучше, чем обычная линейная интерполяция. В целом результат,

получаемый градиентными методами, близок к результату бикубической

интерполяции, но, при этом, эффект алиасинга практически полностью
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Рис. 1.1: Пример ядра K(x, y) в точке контура при интерполяции с помощью градиентных

методов.

отсутствует. Один из способов реализации такой интерполяции основан

на использовании функции Гаусса с переменными радиусами по разным

направлениям:

K(x′, y′, x0, y0) =
1

2πσxσy
e
− x′2

2σ2x
− y′2

2σ2y .

Здесь ядро K(x′, y′, x0, y0) задано в декартовой системе координат

Ox′y′ c центром в интерполируемом пикселе O = (x0, y0) и осью Ox′, сов-

падающую с направлением градиента исходного изображения в (x0, y0).

Радиус σy фиксирован, а радиус σx выбирается на основе анализа моду-

ля градиента изображения: чем больше модуль градиента, тем меньше

значение σx. Пример ядра при интерполяции в точке границы приведён

на рис. 1.1.

Ещё один алгоритм, основанный на использовании градиента — это

метод WADI (Warped Distance) [15]. В нём значение интерполируемого

пикселя представляет собой взвешенную сумму значений четырёх бли-

жайших пикселей, причём веса выбираются в зависимости от расстояния

до этих пикселей и модуля производной в этих пикселях. Чем больше

производная, тем меньше весовые коэффициенты.

Алгоритм NEDI (New Edge-Directed Interpolation) увеличивает изоб-

ражение в 2 раза, используя предположение о самоподобии фрагментов



18

изображения высокого разрешения и соответствующих им фрагментов

изображения низкого разрешения [16, 17]. Значения интерполируемых

пикселей представляют собой взвешенную сумму четырёх соседних пик-

селей, при этом веса вычисляются в предположении, что исходное изоб-

ражение было получено с теми же весами путём увеличения уменьшен-

ного в 2 раза исходного изображения. NEDI хорошо справляется с кон-

турами объектов (визуально лучше, чем градиентные методы), но плохо

обрабатывает участки изображения, для которых предположение о са-

моподобии неверно.

К методу NEDI близок класс фрактальных алгоритмов, в основе ко-

торых лежит идея о самоподобии целых блоков изображения. Принцип

работы алгоритмов фрактального ресамплинга аналогичен алгоритмам

фрактального сжатия и основан на методах фрактального кодирования.

Различные методы фрактального кодирования, в том числе использую-

щие итерации сжимающих отображений (Iterated Function System, IFS),

рассматриваются в статьях [18–21].

Широкий класс методов представляет задачу повышения разрешения

изображений как обратную задачу для уравнения

Az = u, (1.8)

где u — исходное изображение низкого разрешения, z — искомое изоб-

ражения высокого разрешения, A — оператор понижения разрешения.

Таким образом, задача формулируется в виде: построить такое изобра-

жение высокого разрешения, которое после уменьшения даст известное

изображение низкого разрешения.

Обратная задача, определяемая уравнением (1.8), является некоррект-

но поставленной. Для её решения применяются следующие методы, ос-

нованные на использовании априорной информации об изображении:

1. Регуляризиризующие методы [22]. В общем случае задаются два

функционала: функционал соответствия изображения высокого разре-
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шения изображению низкого разрешения Id(z, u), например, невязка

Id(z, u) = ‖Az − u‖2
2

и функционал соответствия изображения высокого разрешения априор-

ной информации Is(z) — стабилизатор [23]. Для нахождения изображе-

ния высокого разрешения производится минимизация регуляризирующе-

го функционала

zλ = arg min
z

(Id(z, u) + λIs(z)) ,

где параметр регуляризации λ контролирует баланс между соответстви-

ем изображению низкого разрешения и априорной информации.

Также используются следующие регуляризирующие методы [24–26]

zC = arg min
z∈MC

Id(z, u), MC = {z|Is(z) ≤ C}

и

zσ = arg min
z∈Mσ

Is(z), Mσ = {z|Id(z, u) ≤ σ}.

2. Метод обратной проекции ошибки [27,28], заключающийся в итера-

ционной минимизации невязки ‖Az − u‖:

zk+1 = zk + U(Azk − u),

где U – оператор повышения разрешения изображений. Недостатком ме-

тода является, вообще говоря, отсутствие устойчивости и сходимости.

Результат зависит от выбора начального приближения z0 и оператора

U . Тем не менее, данный метод используется в практических приложе-

ниях, так как часто позволяет за малое количество итераций получить

результат с хорошим визуальным качеством.

3. Метод проекции на выпуклые множества, заключающийся в про-

ектировании приближения z0 на множество изображений M , где M —

выпуклый компакт [29,30]:

zR = prMz0 = arg min
z∈M
‖z − z0‖2

2.
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1.2 Постановки задач повышения разрешения изображений

1.2.1 Модель получения цифровых изображений

Рассмотрим модель получения изображений в градациях серого с помо-

щью цифровой камеры.

снимаемый

объект
непрерывное

изображение

дискретное

изображение

Рис. 1.2: Модель получения изображений с помощью цифровой камеры.

В цифровой камере изображение проецируется на матрицу, состоя-

щую из светочувствительных элементов (сенсоров), каждый из которых

соответствует пикселю на изображении. Значение пикселя ui,j равно сум-

марной интенсивности непрерывного светового потока

f(x, y) ∈ F = L(R2),

попавшего на сенсор:

ui,j =

∫
x,y

f(x, y)Ki,j(x− xi, y − yi)dxdy, (1.9)

где (xi, yi) — координаты центра пикселя, Ki,j(x, y) — функция усредне-

ния в координатах относительно центра пикселя, называемая также point

spread function (PSF), или функцией распределения точки, пространство

L(R2) — банахово пространство вещественных функций, определённых

на R2 с некоторой нормой ‖ · ‖F .
Будем считать, что все сенсоры одинаково усредняют световой поток

Ki,j(x, y) = K(x, y) и расположены в узлах равномерной сетки Ωhx,hy (1.1).
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Дополнительно наложим условие центральной симметричности наK(x, y).

Этим условиям удовлетворяет большинство современных камер. При дан-

ных условиях модель (1.9) принимает вид:

ui,j = [f ∗K](xi, yj), (1.10)

где f ∗K — операция свёртки

[f(x, y) ∗K(x, y)](x0, y0) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)K(x0 − x, y0 − y)dxdy.

Для прямоугольных сенсоров функция распределения точки прини-

мает вид

K(x, y) =

1 при− hx
2 ≤ x < hx

2 ,−
hy
2 ≤ y <

hy
2 ,

0 иначе.
(1.11)

Будем использовать в качестве функции распределения точки двух-

мерную функцию Гаусса

K(x, y) = Gσx,σy(x, y) =
1

2πσxσy
exp

(
− x2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

)
,

где радиусы σx и σy (квадратные корни дисперсий σ2
x, σ2

y) выбираются

исходя из размеров сенсоров hx и hy.

Для сенсоров с одинаковыми размерами по вертикали и горизонтали

h = hx = hy мы берём одинаковые значения радиусов σ = σx = σy, и

функция распределения точки записывается в виде

Gσ(x, y) =
1

2πσ2
exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)
. (1.12)

Значение радиуса σ берётся пропорционально размеру сенсоров σ =

σ0h. Параметр σ0 определяется конструкцией камеры, мы используем

значения σ0 в интервале [0.4, 0.5].

В дальнейшем будем работать только с камерами с квадратными сен-

сорами hx = hy = h с функцией распределения точки в виде (1.12).
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1.2.2 Постановка задачи ресамплинга изображений

Обозначим пространство `(Ωh) — банахово пространство вещественных

сеточных функций, заданных на бесконечномерной равномерной сетке с

шагом h

Ωh = {(xi, yj) : xi = ih, yj = jh, i, j ∈ Z}

с нормой ‖ · ‖`(Ωh).

Построение непрерывного изображения

Сформулируем задачу построения непрерывного изображения f ∈ L(R2)

по изображению u ∈ `(Ωh), полученному с использованием введённой в

предыдущем разделе математической модели. Согласно (1.10)

ui,j = [f ∗Gσ0h](xi, yj) = [DhHσ0hf ]i,j,

где Hσ0h — оператор свёртки с функцией Гаусса Gσ0h,

Dh : L(R2)→ `(Ωh)

— оператор дискретизации:

[Dhf ]i,j = f(ih, jh).

Таким образом, в непрерывном случае задача повышения разрешения

изображений ставится в виде обратной задачи для задачи получения

дискретного изображения с камеры:

Ahf = DhHσ0hf = u, f ∈ L(R2), u ∈ `(Ωh). (1.13)

Ресамплинг изображений

В реальных задачах требуется не построение непрерывного изображения

f , а переход на сетку с меньшим шагом — ресамплинг изображений.

Рассмотрим задачу понижения разрешения изображений в следую-

щем виде: по имеющемуся изображению z ∈ `(Ωh/s), полученному с помо-

щью камеры с размером сенсоров h/s, построить изображение
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u ∈ `(Ωh) для камеры с размером сенсоров h, где s — коэффициент

масштабирования, s > 1.

Согласно математической модели (1.10):

zi,j = [f ∗Gσ0h/s]
(
ih
s ,

jh
s

)
,

ui,j = [f ∗Gσ0h](ih, jh).

Используя свойство Ga ∗ Gb = G√a2+b2, запишем вторую формулу в

виде

ui,j = [f ∗Gσ0h/s ∗Gσ0h
√

1−1/s2
](ih, jh). (1.14)

Для вычисления ui,j необходимо иметь непрерывное изображение

f ∗Gσ0h/s, но нам дано только дискретное изображение zi,j. Используем

δ-представление ẑ вместо f ∗Gσ0h/s в (1.14) в качестве аппроксимации:

ui,j = [ẑ ∗G
σ0h
√

1−1/s2
](ih, jh).

При этом остаётся лишь зависимость от s:

ui0,j0 = [ẑ ∗G
σ0h
√

1−1/s2
](ih, jh) =

=

∑
i,j∈Z

zi,jGσ0h
√

1−1/s2
(i0h− ih

s , j0h− jh
s )∑

i,j∈Z
G
σ0h
√

1−1/s2
(i0h− ih

s , j0h− jh
s )

=

=

∑
i,j∈Z

zi,jGσ0
√

1−1/s2
(i0 − i

s , j0 − j
s)∑

i,j∈Z
Gσ0

√
s2−1(i0s− i, j0s− j)

=

=

∑
i,j∈Z

zi,jGσ0
√
s2−1(si0 − i, sj0 − j)∑

i,j∈Z
Gσ0

√
s2−1(si0 − i, sj0 − j)

.

Если коэффициент масштабирования s целый, то все узлы грубой сет-

ки Ωh являются узлами исходной сетки Ωh/s. В этом случае для нахож-

дения u достаточно вычислить свёртку:

ui0,j0 =
∑
i,j∈Z

zi,jGσ0
√
s2−1(i0s− i, j0s− j) =

= [z ∗Gσ0
√
s2−1]i0s,j0s = [Hσ0

√
s2−1z]i0s,j0s.
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В дальнейшем будем работать только с целыми значениями коэффи-

циента увеличения s.

Таким образом, задача понижения разрешения изображений в s раз

формулируется в виде:

u = Asz = DsHσ0
√
s2−1z, (1.15)

где Ds — это оператор перехода на сетку с s раз большим шагом, дей-

ствующий из пространства `(Ωh/s) в пространство `(Ωh):

[Dsz]i,j = zsi,sj.

Оператор As является линейным оператором.

Задача повышения разрешения изображений ставится в виде обратной

задачи для задачи понижения разрешения:

Asz = u, u ∈ `(Ωh), z ∈ `(Ωh/s). (1.16)

1.2.3 Постановка задачи суперразрешения

Суперразрешение — это построение изображения высокого разрешения

по нескольким слабо отличающимся изображениям объекта низкого раз-

решения. Основная идея заключается в использовании субпиксельных

сдвигов снимаемого объекта для комбинации информации с нескольких

изображений низкого разрешения. Поясним данную задачу на примере,

представленном на Рис.1.3.

Пусть квадратные сенсоры камеры низкого разрешения с размером

2h имеют прямоугольную функцию распределения точки (1.11), а изоб-

ражение было снято 4 раза: первый раз (u1) без сдвига, второй (u2) — со

сдвигом на h по горизонтали, третий (u3) — со сдвигом на h по верти-

кали, четвёртый (u4) — со сдвигом на h по горизонтали и по вертикали.

Требуется построить изображение z без сдвига с вдвое большим разре-

шением.
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Исходное 

изображение

Изображение

высокого

разрешения

Изображения

низкого разрешения

Изображения

низкого разрешения

Рис. 1.3: Иллюстрация для задачи суперразрешения: восстановление изображения с вдвое

большим разрешениям по четырём изображениям низкого разрешения.

Значения пикселей первого изображения низкого разрешения можно

выразить через пиксели z:

u1
i,j =

1

4
(z2i,2j + z2i+1,2j + z2i,2j+1 + z2i+1,2j+1),

Для второго изображения справедлива формула

u2
i,j =

1

4
(z2i+1,2j + z2i+2,2j + z2i+1,2j+1 + z2i+2,2j+1).

Аналогично выписываются соотношения для пикселей третьего и чет-

вёртого изображений. Объединяя эти соотношения, получим:

1

4
(zi,j + zi+1,j + zi,j+1 + zi+1,j+1) = vi,j,

где
v2i,2j = u1

i,j,

v2i+1,2j = u2
i,j,

v2i,2j+1 = u3
i,j,

v2i+1,2j+1 = u4
i,j.
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Таким образом, рассмотренная задача свелась к задаче обращения

свёртки изображения z с прямоугольным фильтром 2× 2.

Теперь перейдём к общей постановке задачи суперразрешения, ис-

пользуя предложенную модель понижения разрешения изображений.

Пусть f ∈ L(R2) — исходное непрерывное изображение. С течением

времени объекты на изображении смещаются, поэтому камера получает

на вход изображения

fk ∈ L(R2), k = 1, 2, . . . , K,

полученные из f в результате применения операторов движения Tk. Опе-

ратор движения

Tk = (T kx , T
k
y )

определяется двумя функциями T kx (x, y) и T ky (x, y), задающими соответ-

ствие между координатами (x, y) на k-м изображении и координатами

(x+ T kx (x, y), y + T ky (x, y)) на исходном изображении:

[Tkf ](x, y) = f(x+ T kx (x, y), y + T ky (x, y)). (1.17)

На выходе камеры получаются изображения низкого разрешения

uk ∈ `(Ωh), k = 1, 2, . . . , K,

причём

uk = DhHσ0hTkf. (1.18)

Таким образом, в непрерывном случае задача суперразрешения изоб-

ражений ставится в виде обратной задачи для задачи получения дис-

кретных изображений с камеры, представленных системой уравнений:

Ak
hf = DhHσ0hTkf = uk, k = 1, 2, . . . , K,

f ∈ L(R2), uk ∈ `(Ωh),
(1.19)

где операторы Dh и Hσ0h — это введённые ранее для задачи повышения

разрешения изображений оператор дискретизации и оператор свёртки с

фильтром Гаусса.
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Аналогично формулируется задача для дискретного случая. Пусть

uk ∈ `(Ωh), k = 1, 2, . . . , K

— изображения низкого разрешения, полученные с помощью камеры с

размером сенсоров h, z ∈ `(Ωh/s) — реконструируемое изображение вы-

сокого разрешения, полученное с помощью камеры с размером сенсоров

h/s, s — коэффициент масштабирования, s > 1.

Согласно математической модели (1.10):

zi,j = [f ∗Gσ0h/s](ih/s, jh/s)

uki,j = [(Tkf) ∗Gσ0h](ih, jh), k = 1, 2, . . . , K.

Заменим вторую формулу на следующее приближение:

uki,j = [(Tk(f ∗Gσ0h/s)) ∗Gσ0h
√

1−1/s2
](ih, jh), k = 1, 2, . . . , K.

Используя рассуждения, аналогичные рассуждениям для задачи ре-

самплинга изображений, получаем постановку задачи суперразрешения

в дискретном случае в виде нахождения решения системы уравнений

относительно z:

Ak
sz = DsHσ0

√
s2−1Tkz = uk, k = 1, 2, . . . , K, (1.20)

где операторы Ds и Hσ0
√
s2−1 — это введённые ранее для задачи ресам-

плинга оператор перехода на сетку с s раз большим шагом и оператор

дискретной свёртки с фильтром Гаусса. При применении оператора Tk
к изображению z, заданному на дискретной сетке, мы используем ме-

тод билинейной интерполяции для вычисления значений в произвольных

точках.

1.3 Построение и анализ регуляризирующих методов решения

задачи повышения разрешения изображений и суперраз-

решения

Для нахождения решения задачи повышения разрешения изображений

в непрерывной постановке (1.13) требуется построение обратного опе-
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Рис. 1.4: Пример неоднозначной интерполяции ступенчатого контура на изображении. Все

три способа являются допустимыми.

ратора для оператора Ah = DhHσ0h. Обратный оператор для операто-

ра свёртки с фильтром Гаусса Hσ0h является неограниченным, поэтому

решение обратной задачи (1.13) является неустойчивым. В дискретной

постановке (1.16) задача обращения свёртки является плохо обусловлен-

ной.

Помимо неустойчивости, отсутствует единственность решения, так как

операторы Dh, Ds являются линейными операторами с

detDh = 0, detDs = 0.

По изображению низкого разрешения можно построить несколько изоб-

ражений высокого разрешения, причём все эти варианты будут допусти-

мыми (см. рис.1.4). В связи с этим мы не будем требовать единственности

решения задачи повышения разрешения изображений, однако потребуем

компактность множества решений.

Вышеописанное верно и для задачи суперразрешения (1.19, 1.20). Но

в отличие от задачи повышения разрешения изображений, всегда имею-

щей решение, решение задачи суперразрешения может отсутствовать в

случае, если системы уравнений (1.19), (1.20) являются несовместными.
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Таким образом, задачи повышения разрешения изображений и супер-

разрешения являются некорректно поставленными. Для нахождения ре-

шения задач повышения разрешения изображений и суперразрешения

будем использовать регуляризирующие алгоритмы, базирующиеся на ме-

тоде регуляризации А.Н. Тихонова [6].

1.3.1 Построение регуляризирующих методов решения задачи повыше-
ния разрешения изображений и суперразрешения

Рассмотрим решение операторного уравнения

Af = u (1.21)

относительно f , где f ∈ F, u ∈ U . F и U — банаховы пространства с

нормами ‖ · ‖F и ‖ · ‖U соответственно и метриками

ρF (f1, f2) = ‖f1 − f2‖F ,

ρU(u1, u2) = ‖u1 − u2‖U ,

оператор A — линейный непрерывный оператор, отображающий F на U .

Введём обозначения:

u0 — точное значение правой части уравнения (1.21);

uδ — приближённое значение правой части уравнения (1.21), причём

ρU(u0, uδ) ≤ δ;

A−1u = {f ∈ F : Af = u} — множество решений уравнения для

правой части u;

A−1u0 — множество точных решений уравнения при u = u0;

A−1uδ — множество приближённых решений уравнения при u = uδ.

В случае единственности решения задача (1.21) называется устойчи-

вой [6], если для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для любых

допустимых значений правой части u0 и uδ таких, что ρU(uδ, u0) ≤ δ

выполняется

ρF (A−1uδ, A
−1u0) < ε.
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Для случая неединственности решения воспользуемся понятиями бета-

расстояния и бета-сходимости для оценки отклонения множества ре-

шений A−1uδ для приближённой правой части от множества точных ре-

шений A−1u0 [31].

Определение 1. Бета-расстоянием между множествамиM1 и M2 в

метрическом пространстве называется величина

β(M1,M2) = sup
x∈M1

ρ(x,M2),

где

ρ(x,M) = inf
y∈M

ρ(x, y).

Определение 2. Последовательность множеств {Mn} в метрическом

пространстве называется бета-сходящейся к M при n→∞, если

lim
n→∞

β(Mn,M) = 0,

где

β(Mn,M) = sup
xn∈Mn

ρ(xn,M) = sup
xn∈Mn

(
inf
x∈M

ρ(xn, x)

)
.

Отметим, что если последовательность {Mn} бета-сходится к некото-

рому множеству M , то она является бета-сходящейся к любому множе-

ству M ′, содержащему M .

Утверждение 1. Пусть множества Mn являются подмножествами

компакта M0 в банаховом пространстве, а множество MP — множество

всех предельных точек всевозможных последовательностей {xn}, состав-
ленных из элементов множеств Mn: xn ∈Mn. Тогда последовательность

{Mn} является бета-сходящейся к MP .

Доказательство. Докажем от противного. Пусть последовательность

{Mn} не является бета-сходящейся кMP . Тогда последовательность {yn},
где

yn = sup
xn∈Mn

ρ(xn,MP )
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не сходится к нулю при n→∞, а значит, существует ε > 0, для которого

можно выделить подпоследовательность {ynk} такую, что

ynk = sup
xnk∈Mnk

ρ(xnk,MP ) > ε

для всех k.

В каждом из множеств Mnk возьмём элемент x′nk ∈Mnk такой, что

ρ(x′nk,MP ) ≥ ε.

Так как M0 — компакт, то из последовательности {x′nk} можно выде-

лить сходящуюся подпоследовательность {x′nkm} → x̃, причём

lim
m→∞

ρ(x′nkm ,MP ) = ρ(x̃,MP ) ≥ ε,

а значит, предельная точка x̃ не принадлежит множеству MP . Но по

условию последовательность {x′nkm} является подпоследовательностью

некоторой последовательности, составленной из элементов множествMn,

и все её предельные точки, включая x̃, принадлежат MP . Мы пришли к

противоречию, значит последовательность {Mn} является бета-сходящейся

к MP . Утверждение доказано. �

Будем считать задачу (1.21) корректно поставленной, если для любого

u0 из множества допустимых значений правой части множество решений

A−1u0 непусто и устойчиво к малым изменениям правой части, то есть

для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

β(A−1uδ, A
−1u0) = sup

f∈A−1uδ
ρF (f, A−1u0) < δ

для любых uδ таких, что ρU(u0, uδ) ≤ ε.

Предположим, что вместо точного значения правой части u = u0 урав-

нения (1.21) известно его приближённое значение uδ. Множество точных

решений уравнения (1.21) не является устойчивым к малым изменениям

u, поэтому нельзя использовать множество A−1uδ в качестве приближён-

ного решения уравнения (1.21). Альтернативой этому является исполь-
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зование метода регуляризации Тихонова, заключающегося в рассмотре-

нии задачи, близкой к (1.21), решение которой обладает устойчивостью

и бета-сходится к точному решению уравнения (1.21) при δ → 0.

Задачу нахождения приближённого решения для (1.21) можно поста-

вить одним из следующих способов [25]:

I. Нахождение inf (‖Af − uδ‖U + λΨ[f ]) , λ > 0.

II. Нахождение inf Ψ[f ] для ‖Af − uδ‖U ≤ δ, δ > 0.

III. Нахождение inf ‖Af − uδ‖U для Ψ[f ] ≤ C, C > 0.

Также будем использовать следующую постановку:

Iа. Нахождение inf
(
‖Af − uδ‖2

U + λΨ[f ]
)
, λ > 0.

Мы рассмотрим построение регуляризирующего метода в постановке

II, а затем применим теоремы эквивалентности для перехода к постанов-

кам I, Iа и III.

Используем для уравнения (1.21) с неединственным решением понятие

регуляризирующего оператора

fδ = R(uδ, δ), uδ ∈ U, fδ ⊂ F,

обладающего свойствами:

1) существует такое число δ1 > 0, что оператор R(uδ, δ) опредёлен для

всякого δ, 0 ≤ δ ≤ δ1 и любого uδ ∈ U такого, что

ρU(uδ, u0) ≤ δ;

2) для всякого ε > 0 существует δ0 = δ0(ε, uδ) ≤ δ1 такое, что из

неравенства

ρU(uδ, u0) ≤ δ ≤ δ0

следует неравенство

β(fδ, A
−1u0) = sup

f∈fδ
ρF (f, A−1u0) ≤ ε.

Далее используем понятие стабилизирующего функционала, или ста-

билизатора — неотрицательного функционала Ψ[f ], определённого на
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всюду плотном в F подмножестве F1 множества F и удовлетворяющего

условиям:

1) элементы f ∈ A−1u0 принадлежат его области определения;

2) для всякого числа d > 0 множество F1,d = {f ∈ F1 : Ψ[f ] ≤ d}
компактно в F .

Определим функционал R̃(uδ, δ). Пусть для некоторого uδ существует

непустое множество элементов f̃δ, минимизирующих Ψ[f ] на множестве

Qδ = {f : f ∈ F1, ρU(Af, uδ) ≤ δ}.

Множество fδ можно рассматривать как применение к правой части

уравнения (1.21) некоторого оператора R̃, зависящего от параметра δ,

т.е.

f̃δ = R̃(uδ, δ) = arg min
f∈Qδ

Ψ[f ] = {f ∈ Qδ : Ψ[f ] = min
f ′∈Qδ

Ψ[f ′]}. (1.22)

Это множество является подмножеством компактного в F множества

F1,d при d = min
f∈Qδ

Ψ[f ].

Предположим, что такое множество существует для любых δ ≥ 0 и

uδ ∈ U . Тогда справедлива

Теорема 1. R̃(uδ, δ) (1.22) является регуляризирующим оператором

для уравнения (1.21).

Доказательство теоремы аналогично доказательству соответствующей

теоремы из [6] со следующими отличиями:

1) Вместо сходимости R̃(uδ, δ) к единственному точному решению урав-

нения Az = u0 при δ → 0 происходит β-сходимость к множеству точных

решений A−1u0.

2) Множества значений R̃(uδ, δ) являются подмножествами компакт-

ного в F множества

F1,0 = {f ∈ F1 : Ψ[f ] ≤ min
f0∈A−1u0

Ψ[f0]},

таким образом, R̃(uδ, δ) бета-сходится к компактному подмножеству мно-

жества точных решений A−1u0

⋂
F1,0.
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Рассмотренный подход, заключающийся в минимизации стабилизато-

ра Ψ[f ] на множестве приближённых решений ρU(Af, uδ) < δ (постанов-

ка II), неудобен с вычислительной точки зрения. Для задачи повышения

разрешения изображений эффективнее ставить задачу регуляризации в

виде минимизации регуляризирующего функционала (постановка I):

R(uδ, λ) = arg min
f∈F1

(‖Af − uδ‖U + λΨ[f ]) , (1.23)

где λ — параметр регуляризации.

Для случая единственности решения уравнения (1.21) эквивалент-

ность регуляризирующих методов в вариантах постановки I, II и III до-

стигается при выполнении следующих условий [25]:

1) Пространства F и U — нормированные, метрика порождена нормой

пространства

ρU(u1, u2) = ‖u1 − u2‖U ,

область определения D(A) оператора A — линейное многообразие.

2) Ψ[f ] — выпуклый функционал с областью определения D(A).

3) Для любого f ∈ D(A), f 6= 0 функция γ(λ) = Ψ[λf ] является

строго возрастающей функцией параметра λ ≥ 0.

Для случая неединственности решения уравнения (1.21) мы использу-

ем видоизменённое третье условие и накладываем дополнительное усло-

вие на регуляризирующий функционал:

3) Для любого f ∈ D(A), f 6= 0,Ψ[f ] 6= 0 функция γ(λ) = Ψ[λf ]

является строго возрастающей функцией параметра λ ≥ 0.

4) Если множество fλ ⊂ F — решение задачи регуляризации в поста-

новке I, то для любых f1, f2 ∈ fλ выполняется

‖Af1 − uδ‖U = ‖Af2 − uδ‖U .

В этом случае эквивалентность регуляризирующих методов в поста-

новках I и II достигается при выполнении условий теоремы:

Теорема 2. Пусть A — линейный оператор с областью определения

F1 (F1 = F ) и областью значений AF1 ⊆ U , F и U — нормированные
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пространства, выполнено неравенство

‖uδ − u0‖U < δ, 0 < δ <
1

2
‖u0‖U , u0 6= 0,

а также выполнены вышеописанные условия.

Тогда если fδ — решение II, причём Ψ[fδ] > 0, то существует положи-

тельное число λδ > 0 такое, что Fδ минимизирует функционал

M [f ;uδ, λδ] = ‖Af − u‖U + λδΨ[f ],

причём ‖Afδ−uδ‖U = δ. И наоборот, если fδ минимизирует функционал

I для некоторого λδ > 0 и δ = ‖Afδ − uδ‖U , Ψ[fδ] > 0, то fδ — решение

II.

Доказательство теоремы аналогично доказательству соответствующей

теоремы из [25].

Замечание. От условия 4 можно избавиться, если рассматривать эк-

вивалентность постановок Ia и II. В этом случае на множестве fδ выпол-

няется

‖Af − u‖2
U + λΨ[f ] ≡ const.

Отсюда следует, что квадрат нормы невязки и стабилизатор являются

одновременно и выпуклыми, и вогнутыми функционалами на fδ, а это

возможно только в том случае, если они являются линейными функцио-

налами на fδ. Но квадратичный функционал является линейным только

в том случае, если он — константа. Отсюда следует, что равенство

‖Af1 − uδ‖U = ‖Af2 − uδ‖U

выполняется для любых f1, f2 ∈ fδ.
Таким образом, в случае выполнения условия 4, регуляризирующие

методы для задачи повышения разрешения изображений в постановках

Ia и II будут эквиваленты. В этом случае мы будем использовать поста-

новку, наиболее удобную для минимизации регуляризирующего функци-

онала.

Аналогично формулируется и доказывается теорема эквивалентности

регуляризирующих методов в постановках Ia, II и III.
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Применение метода регуляризации к задаче повышения разрешения изоб-
ражений

Для задачи повышения разрешения изображений (1.13)

Ahf = DhHσ0hf = u, f ∈ F, u ∈ U

определим оператор

fλ = Rh[u;λ] = arg min
f∈F

(
h2‖Ahf − u‖U + λΨ[f ]

)
(1.24)

Здесь был добавлен нормировочный коэффициент h2 к невязке, чтобы

избавиться от зависимости λ от h.

Достаточным условием того, чтоRh[u;λ] является регуляризирующим

оператором для задачи повышения разрешения изображений, является

выполнение условий теорем 1 и 2. В частности, теорема 1 требует, чтобы

Ψ[f ] являлся стабилизатором, для которого выполнено условие компакт-

ности множества {f : Ψ[f ] ≤ d} для всех d > 0. Это условие не выпол-

няется в пространстве F = L(R2) для используемых в данной работе

стабилизаторов и норм пространств F и U .

Наложим ограничения на пространства F и U . Размеры матрицы сен-

соров камеры, с помощью которой регистрируются реальные изображе-

ния низкого разрешения, конечны. Получаемые с помощью камеры изоб-

ражения ũ определены на конечномерной сетке

Ω̃h = {(ih, jh) : 0 ≤ i ≤ Nx, 0 ≤ j ≤ Ny}.

Значения пикселей изображения u ∈ `(Ωh) с индексами (i, j), лежа-

щими за пределами прямоугольника [0, Nx]× [0, Ny], вычисляются с по-

мощью чётного продолжения (1.2). Обозначим как ˜̀(Ωh) пространство

изображений u, полученных из ũ ∈ `(Ω̃h) путём продолжения на сетку

Ωh.

В этом случае логично ввести предположение о том, что изображение

высокого разрешения f ∈ L(R2), соответствующее изображению низкого
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разрешения из ˜̀(Ωh), также является чётным продолжением изображе-

ния f̃ ∈ L([0, Rx]× [0, Ry]), заданного на прямоугольнике

[0, Rx]× [0, Ry], Rx = hNx, Ry = hNy:

f(x+ 2Rxp, y + 2Ryq) =

=



f̃(x, y) при 0 ≤ x ≤ Rx, 0 ≤ y ≤ Ry,

f̃(2Rx − x, y) при Rx ≤ x < 2Rx, 0 ≤ y < Ry,

f̃(x, 2Ry − y) при 0 ≤ x < Rx, Ry ≤ y < 2Ry,

f̃(2Rx − x, 2Ry − y) при Rx ≤ x < 2Rx, Ry ≤ y < 2Ry,

p, q ∈ Z.

Обозначим пространство чётных продолжений изображений из

L([0, Rx]× [0, Ry]) на R2 как L̃(R2).

Значения норм элементов в пространствах ˜̀(Ωh) и L̃(R2) определим

через значения норм соответствующих им элементов из пространств `(Ω̃h)

и L([0, Rx]× [0, Ry]):

‖u‖˜̀(Ωh) = ‖ũ‖`(Ω̃h),

‖f‖L̃(R2) = ‖f̃‖L([0,Rx]×[0,Ry]).

Использование пространств F = L̃(R2) и U = ˜̀(Ωh) вместо L(R2)

и `(Ωh) для задачи повышения разрешения изображений (1.13) не на-

кладывает ограничений на её практическое применение. В данных про-

странствах метод минимизации (1.24) принимает вид

fλ = arg min
f∈F

(
h2‖Ahf − u‖U + λΨ[f ]

)
,

F = L̃(R2), U = ˜̀(Ωh).
(1.25)

В разделе 1.3.2 будет произведён выбор стабилизаторов и норм про-

странств F , U , при которых метод (1.25) является регуляризирующим

для задачи повышения разрешения изображений.

Для нахождения приближённого решения задачи повышения разре-

шения изображений в дискретном случае (1.16) будем использовать сле-
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дующий метод:

zλ = arg min
z∈Z

(
s2‖Asz − u‖U + λΨ[z]

)
,

Z = ˜̀(Ωh/s), U = ˜̀(Ωh).
(1.26)

Применение метода регуляризации к задаче суперразрешения

Для задачи суперразрешения основной проблемой являются ошибки вы-

числения векторов движения, причём решения систем уравнений (1.19),

(1.20) являются неустойчивыми к малым изменениям векторов движе-

ния. Также нельзя априори определить, являются ли системы уравне-

ний (1.19), (1.20) совместными.

Приближённое решение задачи суперразрешения будем искать в виде

решения задачи минимизации

fλ = arg min
f∈F

(
K∑
k=1

h2

K
‖Ak

hf − u‖U + λΨ[f ]

)
. (1.27)

в непрерывной постановке и

zλ = arg min
z∈Z

(
K∑
k=1

s2

K
‖Ak

sz − u‖U + λΨ[z]

)
. (1.28)

в дискретной постановке [32–34].

Методы, основанные на минимизации (1.27) и (1.28), не являются ре-

гуляризирующими, тем не менее, их практическое применение даёт хо-

рошие субъективные результаты.

1.3.2 Оптимизация параметров регуляризирующих методов

Следующим шагом является выбор стабилизатора Ψ и норм пространств

F , Z, U для задач повышения разрешения изображений и суперразреше-

ния и проверка условий того, что методы (1.25) и (1.26) являются регуля-

ризирующими при данном выборе стабилизаторов и норм пространств.
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Выбор норм пространств и стабилизатора

Мы используем нормы L1 и L2:

‖f‖1 =

Rx∫
0

Ry∫
0

|f(x, y)|dxdy,

‖f‖2
2 =

Rx∫
0

Ry∫
0

|f(x, y)|2dxdy

и их дискретные аналоги

‖z‖1 =

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

|zi,j|,

‖z‖2
2 =

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

|zi,j|2.

Это наиболее распространённый выбор норм при решении задач ре-

самплинга. Мы выбираем норму, исходя из априорной информации о

типе шума на изображении низкого разрешения. Так, в случае присут-

ствия импульсного шума предпочтительнее использовать норму L1, а в

случае шума с распределением, близким с гауссовскому — L2.

В работе рассматриваются следующие варианты выбора стабилизато-

ра:

1) Квадратичный стабилизатор ‖∆f‖2
2.

2) Функционал полной вариации.

3) Функционал билатеральной полной вариации, представляющий со-

бой адаптацию функционала полной вариации для задачи повышения

разрешения изображений в дискретном случае.

Квадратичный стабилизатор

Квадратичные стабилизаторы [6] являются одними из наиболее часто ис-

пользуемых в методах регуляризации стабилизаторов. В наших расчётах
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используется стабилизатор вида

Ψ[f ] = ‖∆f‖2
2 =

Rx∫
0

Ry∫
0

(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)2

dxdy.

Построим уравнение Эйлера для задачи минимизации (1.25) при Ψ[f ] =

‖∆f‖2
2:

(h2A∗A+ λ∆∗∆)fλ = A∗u, (1.29)

где сопряжённый к A оператор A∗ определяется из условия (Af, u) =

(f, A∗u), для любых f ∈ F, u ∈ U . В силу линейности оператора A

сопряжённый к нему оператор A∗ будет линейным, а, значит, и оператор

(h2A∗A+ λ∆∗∆) из (1.29) также будет линейным.

Это означает, что при выборе квадратичного стабилизатора и квад-

ратичной нормы результату повышения разрешения изображений при-

сущи артефакты линейных методов, а именно при больших λ возникает

эффект размытия, а при малых λ появляется эффект Гиббса, проявля-

ющийся в виде ореолов возле контуров объектов.

Функционал полной вариации

Важнейшей частью изображений являются контуры. Алгоритмы повы-

шения разрешения изображений не должны удалять, либо добавлять

контуры. Так, в линейных методах ресамплинга контуры теряются при

размытии изображения, а новые контуры добавляются вследствие лож-

ного оконтуривания и алиасинга. Для контроля этих артефактов будем

использовать функционал полной вариации [35].

Полная вариация дифференцируемой функции f(x) ∈ L̃(R2) опреде-

ляется в виде

‖f‖V =

Rx∫
0

Ry∫
0

|
−→
∇f(x, y)|dxdy,
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где

|
−→
∇f(x, y)| =

((
∂f(x, y)

∂x

)2

+

(
∂f(x, y)

∂y

)2
)1/2

.

Для недифференцируемых функций полная вариация вычисляется в

виде

‖f‖V = lim
h→0

Rx∫
0

Ry∫
0

((
f(x+ h, y)− f(x, y)

h

)2

+

+

(
f(x, y + h)− f(x, y)

h

)2
)1/2

dxdy.

В дискретном случае для z ∈ ˜̀(Ωh) полная вариация определяется

как

‖z‖V = h

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

(
(zi+1,j − zi,j)2 + (zi,j+1 − zi,j)2

)1/2
.

С вычислительной точки зрения более эффективно использовать опре-

деление полной вариации в виде

‖z‖TV = h

Nx∑
i=1

Ny∑
j=0

|zi,j − zi−1,j|+ h

Nx∑
i=0

Ny∑
j=1

|zi,j − zi,j−1|. (1.30)

Мы будем пользоваться этим определением полной вариации для за-

дач повышения разрешения изображений и суперразрешения. Для него

справедливо

‖z‖V ≤ ‖z‖TV ≤
√

2‖z‖V ,

так как a2 + b2 ≤ (|a|+ |b|)2 ≤ 2(a2 + b2).

Важнейшим свойством полной вариации является её взаимосвязь с

осцилляциями Гиббса, возникающими при действии идеального филь-

тра высоких частот [35]. Пусть fξ = f ∗ gξ, где gξ — ядро идеального

частотного фильтра со значениями преобразования Фурье

ĝξ(w) = 1[−ξ,ξ] =

1, |w| ≤ ξ,

0, |w| > ξ.
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Если f(x) ∈ L2(R2), то lim
ξ→+∞

‖f − fξ‖2 = 0. Однако если ‖f‖V < +∞,

то ‖fξ‖V = +∞ для любого 0 < ξ <∞. Таким образом, для предотвра-

щения возникновения эффекта Гиббса можно наложить дополнительное

условие на ограниченность полной вариации.

Теорема 3. Метод, основанный на минимизации (1.25), является ре-

гуляризирующим для стабилизатора Ψ[f ] = ‖f‖V в пространствах F =

L̃1(R2), U = ˜̀
1(Ωh) — пространствах L̃(R2) и ˜̀(Ωh) с нормами L1 и `1

соответственно.

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать,

что множество

MC = {f ∈ F : ‖f‖V ≤ C, ‖Ahf − u‖U ≤ δ}

является компактным в F для любого C > 0. Из ограниченности полной

вариации следует ограниченность разности между наибольшим

sup f = sup
[0,Rx]×[0,Ry]

f(x, y)

и наименьшим

inf f = inf
[0,Rx]×[0,Ry]

f(x, y)

значениями функции f :

sup f − inf f ≤ C.

Оператор Ah не увеличивает разность между наибольшим inf f и наи-

меньшим sup f значениями функции f , поэтому

inf f ≤ [Ahf ]i,j ≤ sup f, (i, j) ∈ Ωh,

откуда следует

0 ≤ [Ahf ]i,j − inf f ≤ sup f − inf f ≤ C, (i, j) ∈ Ωh.

При вычислении нормы неравенство сохраняется

‖Ahf − inf f‖U =
∑
i,j

([Ahf ]i,j − inf f) ≤

≤ (sup f − inf f)(Rx + 1)(Ry + 1) ≤ C(Rx + 1)(Ry + 1).
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С другой стороны,

| inf f |(Rx + 1)(Ry + 1) = ‖ inf f‖U ≤ ‖Ahf − inf f‖U + ‖Ahf‖U ,

откуда следует, что

| inf f | ≤ C +
‖Ahf‖U

(Rx + 1)(Ry + 1)
.

Из условия ‖Ahf − u‖U ≤ δ получаем ‖Ahf‖ ≤ ‖u‖U + δ. Таким

образом

| inf f | ≤ C +
‖u‖U + δ

(Rx + 1)(Ry + 1)
= C1.

Из sup f − inf f ≤ C получаем неравенство для sup f :

| sup f | ≤ C1 + C.

Отсюда следует, что значения функции f ограничены константой

C2 = max(C1, C1 + C) = C1 + C,

значит множество MC является ограниченным.

Для доказательства компактности MC воспользуемся теоремой Ар-

цела [36], построив конечную ε-сеть множества MC . Разобьём [0, Rx] ×
[0, Ry] на N ×N прямоугольников

Pi,j =

[
(i− 1)Rx

N
,
iRx

N

)
×
[

(j − 1)Ry

N
,
jRy

N

)
, 1 ≤ i, j < N,

PN,j =

[
(N − 1)Rx

N
,Rx

]
×
[

(j − 1)Ry

N
,
jRy

N

)
, 1 ≤ j < N,

Pi,N =

[
(i− 1)Rx

N
,
iRx

N

)
×
[

(N − 1)Ry

N
,Ry

]
, 1 ≤ i < N,

PN,N =

[
(N − 1)Rx

N
,Rx

]
×
[

(N − 1)Ry

N
,Ry

]
и запишем функционал полной вариации в виде суммы полных вариаций

на этих прямоугольниках:

‖f‖V =
N∑
i=1

N∑
j=1

‖f‖V,Pi,j .
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Рассмотрим кусочно-постоянную функцию

g(x, y) = inf
(x′,y′)∈Pi,j

f(x′, y′), для (x, y) ∈ Pi,j.

Для неё будет справедливо ‖f − g‖V,Pi,j = ‖f‖V,Pi,j на каждом отдель-

ном прямоугольнике Pi,j. Вычислим ‖f − g‖F на всём множестве:

‖f − g‖F =

Rx∫
0

Ry∫
0

|f(x, y)− g(x, y)|dxdy =

=
N∑
i=1

N∑
j=1

∫
Pi,j

|f(x, y)− g(x, y)|dxdy =

=
N∑
i=1

N∑
j=1

∫
Pi,j

(
f(x, y)− inf

Pi,j
f(x, y)

)
dxdy ≤

≤ RxRy

N 2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
sup
Pi,j

f(x, y)− inf
Pi,j

f(x, y)
)
≤

≤ RxRy

N 2

N∑
i=1

N∑
j=1

‖f‖V,Pi,j =
RxRy

N 2
‖f‖V =

RxRyC

N 2
.

Выберем N таким, чтобы
RxRyC

N 2
≤ ε

2
.

Ранее было показано, что значения f ограничены по модулю значени-

ем C2. Определим конечное множество значений
C2m

M
, m = 0,±1, . . .±M,

которые могут принимать кусочно-постоянные функции. При выборе M

таком, чтобы
RxRyC2

2M + 1
≤ ε

2
,

норма разности функции g и ближайшей кусочно-постоянной функцией

с дискретными значениями не будет превышать ε
2 .

Таким образом, мы получили ε-сеть из функций, покрывающих MC .

Значит, множествоMC является компактным, а метод минимизации (1.22)
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со стабилизатором Ψ[f ] = ‖f‖V — регуляризирующим. Теорема доказа-

на. �

Следствие 1. Теорема справедлива и для пространств F = L̃2(R2),

U = ˜̀
2(Ωh) с квадратичной нормой, а также для стабилизатора Ψ[f ] =

‖f‖TV .
При использовании в качестве стабилизатора функционала полной ва-

риации удобно использовать регуляризирующий метод в постановке III:

fC = arg min
‖f‖V≤C

‖Ahf − u‖U . (1.31)

В отличие от постановок I и II, где регуляризирующие параметры λ и δ

априори неизвестны, в постановке III есть возможность оценить значение

C вследствие связи полной вариации с суммарной длиной линий уровня

функции f .

Обозначим

Θt = {(x, y) ∈ R : f(x, y) > t}.

Если f(x, y) непрерывна, то граница ∂Θt множества Θt является ли-

нией уровня всех точек (x, y) таких, что f(x, y) = t. Пусть H1(Θt) —

длина ∂Θt. Справедлива теорема [37], что если ‖f‖V < +∞, тогда

‖f‖V =

+∞∫
−∞

H1(Θt)dt.

При понижении разрешения изображений теряются мелкие детали

изображения, поэтому полная вариация изображения низкого разреше-

ния будет ниже полной вариации изображения высокого изображения, из

которого было получено изображение низкого разрешения. Однако при

повышении разрешения изображений нет возможности восстановить эти

детали, поэтому поставим условие, чтобы полная вариация изображения

высокого разрешения была равна полной вариации изображения низкого

разрешения:

C = ‖u‖V .
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Функционал билатеральной полной вариации

В дискретном случае использование (1.30) в качестве полной вариации

даёт лишь приближённую информацию о полной вариации изображения.

Для повышения точности будем использовать функционал билатераль-

ной полной вариации [1]:

‖z‖BTV = h

p∑
s,t=−p

(
γs,t
∑
i,j

|zi+s,j+t − zi,j|

)
,

вычисляющий взвешенную сумму разностных производных на изображе-

нии z. Параметр p ограничивает количество направлений. Чем больше

значение p, тем выше точность метода, но и выше его вычислительная

сложность. Параметр γs,t задаёт веса для каждого из направлений. В

данной работе используется значение γs,t = 0.8|s|+|t|.

Анализ выбора стабилизатора и нормы для задачи повышения разреше-
ния изображений

Регуляризирующий метод повышения разрешения изображений был про-

тестирован на базе из 124 фотографий, включающих в себя изображения

природы и зданий. Для оценки качества метода эталонные изображения

из базы были уменьшены в некоторое число раз, используя модель (1.15),

затем увеличены с помощью разработанного регуляризирующего метода

до исходного размера и сравнены c эталонными изображениями с помо-

щью метрики структурного подобия SSIM [38]:

SSIM(u, v) =
(2µuµv + c1)(2σuv + c2)

(µ2
u + µ2

v + c1)(σ2
u + σ2

v + c2)
, (1.32)

где µu и µv — средние значения u и v соответственно, σ2
u и σ2

v — диспер-

сии, σuv — ковариация u и v. Значения c1 = (0, 01L)2, c2 = (0, 03L)2, где

L — динамический диапазон интенсивностей. Для компьютерных изоб-

ражений с 8-битным значением интенсивности используется L = 255.

Данная метрика хорошо коррелирует с восприятием человека [38].
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Был проведён экспериментальный анализ выбора наилучшей комби-

нации нормы пространств Z, U , F и стабилизатора Ψ для увеличения

изображений в 2, 3 и в 4 раза с использованием данной метрики [39].

Для каждого изображения значение параметра регуляризации λ выби-

ралось таким, чтобы значение SSIM было максимальным. В качестве

критерия оценки качества результатов для конкретного выбора нормы и

стабилизатора использовалось среднее значение SSIM по всей базе при

наилучшем выборе λ.

Также анализ был проведён для случая зашумлённых изображений

низкого разрешения. Был использован шум с нормальным распределе-

нием со стандартным отклонением 10.

Увеличение в 2 раза в 3 раза в 4 раза
XXXXXXXXXXXXXXX
Стабилизатор

Норма
‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,9849 0,9852 0,9732 0,9738 0,9652 0,9653

‖z‖TV 0,9849 0,9844 0,9731 0,9731 0,9654 0,9649

‖z‖BTV (p = 1) 0,9850 0,9845 0,9734 0,9736 0,9658 0,9654

‖z‖BTV (p = 2) 0,9839 0,9829 0,9736 0,9737 0,9658 0,9655

‖z‖BTV (p = 3) 0,9833 0,9820 0,9740 0,9739 0,9659 0,9655

Среднее 0,9844 0,9838 0,9735 0,9736 0,9656 0,9653

Таблица 1.1: Средние значения SSIM при использовании различных норм пространств и

стабилизаторов при повышении разрешения незашумлённых изображений в 2, 3 и в 4 раза.

В таблицах 1.1 и 1.2 приведены средние значения SSIM для исполь-

зуемых нами норм пространств и стабилизаторов для различных коэф-

фициентов масштабирования. На основе полученных результатов можно

сделать следующие наблюдения:

1. Для случая незашумлённых изображений нормы ‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 дают

практически одинаковые значения SSIM с незначительным преимуще-

ством ‖·‖1, а для зашумлённых наилучшие результаты показывает норма

‖·‖2. Использование нормы ‖·‖3 даёт неудовлетворительные результаты

(в таблице не показаны).
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Увеличение в 2 раза в 3 раза в 4 раза
XXXXXXXXXXXXXXX
Стабилизатор

Норма
‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,9614 0,9704 0,9454 0,9565 0,9262 0,9449

‖z‖TV 0,9692 0,9732 0,9538 0,9603 0,9451 0,9492

‖z‖BTV (p = 1) 0,9687 0,9732 0,9556 0,9607 0,9458 0,9499

‖z‖BTV (p = 2) 0,9683 0,9711 0,9548 0,9600 0,9448 0,9495

‖z‖BTV (p = 3) 0,9683 0,9687 0,9546 0,9596 0,9444 0,9491

Среднее 0,9672 0,9713 0,9528 0,9594 0,9413 0,9485

Таблица 1.2: Средние значения SSIM при использовании различных норм пространств и

стабилизаторов при повышении разрешения зашумлённых изображений в 2, 3 и в 4 раза.

2. Для коэффициента масштабирования s = 2 и нормы ‖ · ‖2 наилуч-

шие результаты достигаются при использовании стабилизаторов ‖z‖V ,
‖z‖TV , ‖z‖BTV (p = 1).

3. Для коэффициентов масштабирования s = 3, 4 и нормы ‖ · ‖2 все

рассмотренные стабилизаторы дают примерно одинаковые результаты. С

вычислительной точки зрения эффективнее использовать стабилизато-

ры с наименьшим числом операций. Такими стабилизаторами являются

‖z‖TV и ‖z‖BTV (p = 1).

Обобщая эти наблюдения, приходим к выводу: для повышения раз-

решения изображений с помощью разработанного регуляризирующего

метода предпочтительнее использование нормы ‖ · ‖2 и стабилизатора

‖z‖BTV при p = 1.

Анализ выбора стабилизатора и нормы для задачи суперразрешения

Аналогичный анализ был произведён для задачи суперразрешения на

изображениях из той же базы. Для каждого эталонного изображения

высокого разрешения z было сгенерировано 32 изображения низкого раз-

решения uk в соответствии с моделью (1.18) с операторами движения Tk,

состоящими из случайного сдвига в пределах ±5 пикселей по горизонта-

ли и вертикали и случайного поворота в пределах ±10 градусов.
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Основной проблемой в задаче суперразрешения являются ошибки вы-

числения операторов движения Tk, поэтому после моделирования изоб-

ражений низкого разрешения к операторам Tk добавлялась ошибка. Для

четверти операторов Tk ошибка представляла собой равномерно распре-

делённое случайное смещение каждого пикселя в интервале [−n0, n0],

для остальных операторов ошибка находилась в интервале [−n0/4, n0/4].

Тестирование методов проводилось как в условиях недостатка дан-

ных, когда число неизвестных в уравнении (1.20) больше числа уравне-

ний, то есть при s2 > K, так и в условиях избытка данных s2 < K.

Увеличение производилось в 2, 3 и 4 раза при числе изображений низ-

кого разрешения s2/2, s2 и 2s2. Рассматривалось три уровня шума: n0 =

0.1, 0.5, 1.

Полученные результаты были аналогичны результатам для задачи по-

вышения разрешения одиночного изображения.

1.3.3 Регуляризирующий метод нахождения соответствий между изобра-
жениями в задаче суперразрешения

Операторы движения Tk (1.17) в задачах суперразрешения (1.19), (1.20)

не являются известными и должны быть предварительно вычислены.

Задача построения оператора движения T = (Tx, Ty) для пары изоб-

ражений u и v заключается в минимизации ‖Tu − v‖2
2 при наложении

дополнительных ограничений на оператор T . Наиболее часто в качестве

такого ограничения используется предположение, что изображение со-

стоит из участков, на которых движение одинаково во всех пикселях.

Часто задача оценки движения ставится в виде:

Tλ = arg min
T

(
‖Tu− v‖2

2 + λΨ[T ]
)
,

где Ψ[T ] — ограничение, накладываемое на вектора движения Tx, Ty.

Функционал невязки ‖Tu − v‖2
2 не является выпуклым, поэтому его

использование на практике приводит к неудовлетворительным результа-



50

там. Для устранения этого недостатка используется вариационный под-

ход [40, 41]. Пусть u, v — дифференцируемые функции, а значения век-

торов движения Tx, Ty достаточно малы. Тогда справедливо

v(x, y) = u(x+ Tx(x, y), y + Ty(x, y)) =

= u(x, y) + ux(x, y)Tx(x, y) + uy(x, y)Ty(x, y) + o(Tx, Ty).

Отсюда следует, что

ux(x, y)Tx(x, y) + uy(x, y)Ty(x, y) = v(x, y)− u(x, y) = w(x, y).

Левая часть уравнения является линейным операторомMu[T ]. Задачу

нахождения оператора движения поставим в виде нахождения минимума

регуляризирующего функционала

Tλ = arg min
T

(
‖Mu[T ]− w‖2

2 + α(Ψ[T ])
)
.

В качестве стабилизатора мы используем Ψ[T ] = ‖Tx‖TV + ‖Ty‖TV .

1.3.4 Неитерационный метод решения задачи суперразрешения

Применение регуляризирующих методов для решения задачи суперраз-

решения (1.28) также не всегда является приемлемым из-за высоких вы-

числительных затрат. В связи с этим возникает задача быстрого нахож-

дения приближённого решения задачи суперразрешения.

Рассмотрим оператор понижения разрешения (1.20)

Ak
sz = DsHσ0

√
s2−1Tk, k = 1, 2, . . . , K,

и оператор

A
k
sz = DsTkHσ0

√
s2−1, k = 1, 2, . . . , K.

Операторы Tk и Hσ0
√
s2−1 не являются коммутирующими, поэтому

Ak
s 6= A

k
s . В частном случае, когда Tk является комбинацией сдвига и

поворота, эти операторы равны Ak
s = A

k
s .

Предположим, что значения векторов движения оператора Tk изменя-

ются достаточно слабо в пространстве, то есть в небольшой окрестности
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каждого пикселя движение можно считать близким к комбинации пово-

рота и сдвига. В этом случае будем искать приближённое решение задачи

суперразрешения как решение системы уравнений

A
k
sz
′ = DsTkz

′ = uk, k = 1, 2, . . . , K (1.33)

с последующим повышением резкости изображения

Hσ0
√
s2−1z = z′.

Найдём соответствие между координатами пикселей размытого изоб-

ражения высокого разрешения z′ и изображения низкого разрешения uk:

uki,j = [DsTkz
′]i,j = [Tkz

′](si, sj) = z′(si+ T kx (si, sj), sj + T ky (si, sj)).

Обозначим
xki,j = si+ T kx (si, sj),

yki,j = sj + T kx (si, sj),

wk
i,j = uki,j.

В этом случае систему уравнений (1.33) можно записать в виде

z′(xki,j, y
k
i,j) = wk

i,j, k = 1, 2, . . . , K,

i = 0, 1, . . . , Nx, j = 0, 1, . . . , Ny,

Переходя от трёхмерной индексации i, j, k к одномерной, получаем

z′(xm, ym) = wm, m = 1, 2, . . .M.

Таким образом, мы пришли к задаче построения изображения z′ при

известных значениях пикселей с координатами, вообще говоря, не явля-

ющимися узлами сетки изображения z. Изображение z′ можно построить

с помощью гауссовской интерполяции [42,43]:

z′i,j =

∑
mwmGσ(i− xm, j − ym)∑
mGσ(i− xm, j − ym)

, (1.34)

где

Gσ(x, y) =
1

2πσ2
e−

x2+y2

2σ2 .
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Рис. 1.5: Иллюстрация алгоритма выбора пикселей изображения низкого разрешения, ис-

пользуемых для интерполяции значения пикселя изображения высокого разрешения. Пик-

сели изображений низкого разрешения показаны как �, © и 4. Пиксели изображения

высокого разрешения обозначены как •.

Параметр фильтра Гаусса σ выбирается экспериментально в зависи-

мости от коэффициента увеличения s и точности задания векторов дви-

жения. Ядро фильтра Гаусса Gσ(x, y) имеет бесконечный носитель, но

при больших значениях x, y он принимает пренебрежимо малые значе-

ния, что позволяет использовать конечный носитель [44]. Мы будем ис-

пользовать для интерполяции только пиксели, находящиеся в круговой

окрестности интерполируемого пикселя (см. рис. 1.5) с радиусом R = 2σ.

В [45] рассмотрено использование медианной фильтрации для супер-

разрешения, в [46] предложен алгоритм, заключающийся в медианном

усреднении всех пикселей низкого разрешения, попавших в рассмотрен-

ную круговую окрестность.

В случае точно известных векторов движения, метод, основанный на

гауссовской фильтрации, и метод, основанный на медианном усредне-

нии, дают хорошие результаты при небольших значениях R и σ. В слу-

чае неточно найденных векторов движения на изображении появляются

артефакты, с которыми можно бороться, увеличивая R и σ, при этом

изображение, полученное с помощью гауссовского усреднения, становит-
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ся сильно размытым, тогда как контуры на изображении, полученном с

помощью медианного усреднения значений пикселей в круговой окрест-

ности, остаются резкими, но неровными.

Альтернативой этим двум подходам является применение взвешенной

медианной фильтрации [47,48], сочетающей в себе свойства как гауссов-

ской, так и медианной фильтрации. Взвешенная медианная фильтра-

ция с целыми весами, при которой значение пикселя берётся определён-

ное число раз, равное его весу, применяется для фильтрации изобра-

жений [49]. В нашем случае используется взвешенная медианная филь-

трация с вещественными весами, равными весам в гауссовском усредне-

нии (1.34).

Примеры применения неитерационных методов суперразрешения изоб-

ражения в случае неточно вычисленных векторов движения приведе-

ны на рис. 1.6. Для изображения высокого разрешения на основе моде-

ли (1.20) было построено 16 изображений низкого разрешения с коэффи-

циентом масштабирования s = 2, где операторами движения являлись

случайные сдвиги изображения. Затем к вектору движения для каж-

дого пикселя каждого оператора движения было добавлено некоторое

случайное значение, и были применены рассмотренные неитерационные

методы суперразрешения. Параметры методов σ и R выбирались так,

чтобы значение SSIM было наибольшим.
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Результаты при добавлении к векторам движения равномерно

распределённой случайная величина из отрезка [−2, 2]:

гауссовское усреднение, медианная фильтрация, взвешенная медианная

σ = 0, 8 R = 1, 2 : фильтрация, σ = 0.8.

Результаты при добавлении к векторам движения равномерно

распределённой случайная величина из отрезка [−1, 1]:

гауссовское усреднение, медианная фильтрация, взвешенная медианная

σ = 0, 8 R = 1, 2 фильтрация, σ = 1.1

Рис. 1.6: Примеры применения неитерационных методов суперразрешения изображения в

случае неточно вычисленных векторов движения для коэффициента увеличения s = 2 и 16

изображений низкого разрешения.
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Глава 2

Методы анализа и постобработки для

задачи повышения разрешения

изображений

Методы повышения разрешения изображений вносят артефакты в по-

лучаемые изображения высокого разрешения, такие как эффект Гиббса,

размытие, ступенчатость контуров. Данная глава посвящена оценке ка-

чества изображений, обнаружению и подавлению эффекта Гиббса и раз-

мытия на изображениях, возникающих после повышения разрешения.

В первом разделе главы описывается метод оценки качества алгорит-

мов повышения разрешения изображения, основанный на нахождении

на эталонном изображении двух областей, в которых наиболее сильно

проявляются артефакты алгоритмов повышения разрешения изображе-

ний: множества точек базовых контуров и окрестности множества то-

чек базовых контуров. Рассматривается применение адаптивных мет-

рик для оценки качества изображения по отдельности в каждом из этих

множеств, а также применение полученного метода оценки качества ал-

горитмов для построения метода повышения разрешения изображений,

комбинирующего результаты нескольких алгоритмов повышения разре-

шения изображений.

Во втором и третьем разделах рассматриваются задачи обнаружения

и подавления артефактов, наиболее часто возникающих в результате по-
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вышения разрешения изображений — эффекта Гиббса и размытия. Для

обнаружения эффекта Гиббса производится многомасштабный анализ

полной вариации профилей контуров при различных параметрах эффек-

та Гиббса. На основании этого анализа строится критерий определения

наличия эффекта Гиббса на изображении по профилям базовых конту-

ров. Подавление эффекта Гиббса после повышения разрешения изобра-

жений производится с помощью метода проекции на множество изобра-

жений с ограниченной полной вариацией.

2.1 Метрики для базовых контуров на изображениях

Для того, чтобы объективно оценивать качество изображений, использу-

ются метрики, в численном виде оценивающие близость изображения к

эталонному. Основной проблемой при выборе метрики является требова-

ние соответствия численной оценки, выдаваемой метрикой, субъективно-

му качеству изображения. Популярные метрики, основанные на вычисле-

нии среднеквадратичного отклонения, плохо коррелируют с визуальным

восприятием изображения: так, незначительные изменения средней ин-

тенсивности и контраста незаметны человеческому глазу, тогда как они

сильно влияют на значение метрики. Типичным представителем подоб-

ных метрик является пиковое отношение сигнала к шуму (peak signal-

to-noise ratio, PSNR):

ρPSNR(u, v) = 10 log10

2552(Nx + 1)(Ny + 1)
Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

(ui,j − vi,j)2

,

где (Nx + 1) и (Ny + 1) — ширина и высота изображения соответственно.

Данная метрика определена, только если изображения u и v являются

различными.

Наибольшую корреляцию с субъективной оценкой имеют адаптив-

ные методы, основанные на моделировании визуальной системы челове-

ка [50,51], учитывающие особенности человеческого восприятия. Данные
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модели редко используются на практике из-за их сложности и дополни-

тельных требований к положению наблюдателя.

Промежуточную позицию занимает описанная в предыдущем разделе

метрика структурного подобия SSIM (1.32), сочетающая простоту вычис-

ления с хорошей связью с субъективным восприятием изображений.

Вышеописанные метрики являются универсальными метриками, поз-

воляющими оценить близость между двумя произвольными изображени-

ями. Для оценки качества изображений, полученных с помощью опреде-

лённых алгоритмов обработки изображений, применяются специальные

метрики, ориентированные, в первую очередь, на обнаружение и оценку

характерных для данных алгоритмов обработки изображений артефак-

тов. Данные метрики вычисляют близость реконструированного изобра-

жения к эталонному. Например, для оценки качества качества изображе-

ний с помощью алгоритма JPEG2000 применяются метрики обнаруже-

ния эффекта Гиббса и размытия [52], аналогичные метрики применяются

для оценки качества изображений в задаче обращения свёртки [53].

Задача повышения разрешения изображений заключается в восста-

новлении потерянной при понижении разрешения высокочастотной ин-

формации. Алгоритмы повышения разрешения изображений производят

восстановление потерянной высокочастотной информации, используя со-

хранившуюся низкочастотную информацию, но при этом восстановлен-

ная высокочастотная информация отличается от исходной. Искажения в

высокочастотной информации проявляются, в основном, возле контуров

на изображениях в виде эффекта Гиббса и размытия контуров.

Если удалить из изображения всю информацию с частотой, большей
1

2d0
Гц, например, обнулив соответствующие коэффициенты при преоб-

разовании Фурье, то на изображении возникнет эффект Гиббса, а кон-

туры будут размыты. При этом ширина одиночной осцилляции эффекта

Гиббса и ширина контура будут равны d0. Пример эффекта Гиббса и раз-

мытия при пороговом удалении высокочастотной информации приведён
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на рис. 2.1.

Такой же результат получается при повышении разрешения изобра-

жений с помощью идеальной (1.6) интерполяции

f(x, y) =
∑
i,j

ui,j sinc
(x
h
− i
)

sinc
(y
h
− j
)
,

f ∈ L(R2), u ∈ `(Ωh).

Параметр d0 мы будем называть коэффициентом отсечения.

При использовании других алгоритмов повышения разрешения изоб-

ражений производится восстановление высокочастотной информации, по-

этому эффект Гиббса становится менее выраженным или же полностью

отсутствует. При этом, если эффект Гиббса присутствует, то область его

локализации не зависит от используемого метода повышения разреше-

ния изображений, а коэффициент отсечения зависит только от шага сет-

ки изображения низкого разрешения: d0 = h. При ресамплинге с коэф-

фициентом масштабирования s удобно шаг сетки изображения высокого

разрешения положить равным 1: h
s = 1. В этом случае коэффициент

отсечения равен коэффициенту масштабирования d0 = s [54].

Таким образом, на изображении, полученном с помощью алгоритмов

повышения разрешения, можно выделить две области: область, где воз-

можно появление эффекта Гиббса, и область, где возможно размытие

контуров. Эти области не зависят от выбора метода повышения разре-

шения изображений, а зависят только от самого изображения и коэффи-

циента масштабирования s.

Помимо повышения разрешения изображений, задача восстановления

высокочастотной информации возникает при подавлении эффекта Гибб-

са и при повышении резкости изображений. В [55] рассмотрена зада-

ча построения метрики оценки качества изображений после повышения

резкости для гауссовского размытия, при этом в качестве коэффициента

отсечения использовалось значение радиуса фильтра Гаусса d0 = σ.

В данном разделе рассматривается построение эталонной метрики оцен-
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Эталонное изображение Результат удаления частот выше 1/8 Гц

Профили контуров

Модуль преобразования Фурье

Рис. 2.1: Пример размытия и эффекта Гиббса на изображении при пороговом удалении

высокочастотной информации.
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ки качества изображений после применения алгоритмов восстановления

высокочастотной информации на изображениях. Входными данным для

метрики является тройка (z, z0, d0), где z0 — эталонное изображение, z —

реконструированное изображение. Результатом метрики является набор

значений, оценивающих качество изображения в целом, а также качество

изображения в области, соответствующей возможному эффекту Гиббса,

и области, соответствующей возможному эффекту размытия.

2.1.1 Метод нахождения базовых контуров на изображении и их окрест-
ностей

Рассмотрим задачу нахождения областей на эталонном изображении, со-

ответствующих артефактам эффекта Гиббса и размытия при известном

коэффициенте отсечения d0. Будем искать эти области в районе контуров

— перепадов интенсивности на изображениях.

Не все контуры на изображении подходят для анализа качества. Мы

будем искать контуры на эталонном изображении высокого разрешения,

которые сохраняются при деградации изображения (понижение разре-

шения, размытие, пороговое отсечение высоких частот), и его последу-

ющего восстановления.

Мы используем для анализа только контуры, удовлетворяющие сле-

дующим условиям:

1) Значения модуля градиента в пикселях контура должны быть выше

определённого порога. Данное требование обусловлено наличием шума

на изображении.

2) Отсутствие поблизости других контуров с близким или значитель-

но большим модулем градиента. Например, при потере высокочастотной

информации контуры с низким модулем градиента могут быть маски-

рованы близкими контурами с большим модулем градиента, тогда как

близко расположенные контуры с примерно одинаковым модулем гради-

ента могут либо сместиться ближе друг к другу, либо, наоборот, удалить-



61

ся друг от друга. Также близко расположенные контуры не подходят для

анализа эффекта Гиббса из-за взаимного наложения осцилляций.

Контуры, удовлетворяющие данным условиям, будем называть базо-

выми контурами.

Предлагаемый алгоритм нахождения базовых контуров состоит из

трёх этапов [55]:

1) нахождение контуров и устранение маскированных контуров;

2) нахождение пикселей контуров, удалённых от других контуров;

3) нахождение прилегающей к базовым контурам окрестности.

Нахождение контуров и их маскирование

Первый этап основан на применении метода Канни нахождения кон-

туров [56] с последующим устранением маскированных контуров. Для

изображения z мы вычисляем поле градиентов ∇z =
(
∂z
∂x ,

∂z
∂y

)
, находим

локальные максимумы по строкам, столбцам и двум диагоналям изоб-

ражения, применяя метод подавления немаксимальных значений (non-

maximum suppression) как в методе Канни. Затем находим пиксели кон-

туров, для которых выполнено условие того, что они не является маски-

рованными

|∇zi0,j0| ≥ max
i,j

(
|∇zi,j|φ(

√
(i− i0)2 + (j − j0)2)

)
. (2.1)

В качестве функции φ(d) будем использовать функцию

φ(d) = φ0e
− d2

2σ2
E ,

где φ0 = 1
2 , σE = d0.

Использование данной функции показывает хорошие результаты как

для анализа эффекта Гиббса, возникающего после повышения разреше-

ния изображений [57, 58], так и для анализа эффекта размытия [55, 59].

Преимуществом данной функции является возможность эффективного

вычисления

max
i,j

(
∇zi,jφ(

√
(i− i0)2 + (j − j0)2)

)



62

с использованием техники динамического программирования [55].

Далее мы применяем отсечение по порогу градиента, оставляя только

пиксели, прошедшие условие

|∇zi0,j0| ≥ gmin, (2.2)

где gmin — пороговое значение модуля градиента для контура.

В результате мы получаем множество пикселей немаскированных кон-

туров ME, удовлетворяющих (2.1) и (2.2).

Нахождение базовых контуров

На втором этапе с помощью методов математической морфологии [60] мы

находим множество пикселей базовых контуров — подмножествоMBE ⊂
ME пикселей контуров, удалённых от других контуров более, чем на RK

с помощью алгоритма [55]:

1. Применение морфологического сужения к множеству пикселей, не

являющимися пикселям контуров, с круговым структурным элементом с

радиусом RK
2 . Если контур удалён более, чем на RK от других контуров,

тогда полученное множество будет лежать по обе стороны относительно

контура на расстоянии RK
2 .

2. Применение морфологического расширения к полученному на пер-

вом шаге множеству с радиусом RK
2 + ε. Параметр ε > 0 используется

для того, чтобы алгоритм не был чувствителен к небольшим ошибкам

нахождения контуров. Мы используем ε = 2.

3. Затем применяем морфологическое сужение с радиусом 2ε пиксе-

лей. Мы используем значение RK = 3d0. Множество MBE представляет

собой пересечение полученного множества и множества пикселей конту-

ров ME.

Данный алгоритм проиллюстрирован на рис.2.2.

Пример выделения базовых контуров для d0 = 4 приведён на рис. 2.3.
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Рис. 2.2: Морфологический метод нахождения базовых контуров.

а) Эталонное изображение б) Результат нахождения базовых контуров

Рис. 2.3: Пример выделения базовых контуров на изображении с параметром d0 = 4. Базо-

вые контуры обозначены толстым белыми линиями, небазовые контуры, прошедшие усло-

вие маскирования (2.1) — тонкими светло-серыми линиями, небазовые контуры, не прошед-

шие условие маскирования — тонкими тёмно-серыми линиями.
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Рис. 2.4: Нахождение прилегающей к базовым контурам окрестности MP .

Нахождение окрестности, прилегающей к базовым контурам

На последнем этапе мы с помощью преобразования евклидового рассто-

яния [61] находим для каждого пикселя P = (i, j) расстояние до бли-

жайшего контура и до ближайшего базового контура:

ρ(P,ME) = min
Q∈ME

ρ(P,Q)

ρ(P,MBE) = min
Q∈MBE

ρ(P,Q).

В случае, если ρ(P,ME) = ρ(P,MBE), это значит, что ближайший к P

контур является базовым контуром. Обозначим за MP множество всех

пикселей, для которых ρ(P,ME) = ρ(P,MBE) — окрестность базовых

контуров. Пример такого множества приведён на рис. 2.4.

2.1.2 Метрики точек базовых контуров и окрестностей базовых контуров

Перейдём к построению интересующих нас множеств, в которых наи-

более сильно проявляются артефакты методов повышения разрешения

изображений.

На множестве прилегающих к базовым контурам пикселей MP выде-

лим два подмножества: ближнюю окрестность базовых контуров

MNBE = {P ∈MP : ρ(P,MBE) < r}

и дальнюю окрестность множества пикселей базовых контуров

MFBE = {P ∈MP : r ≤ ρ(P,MBE) ≤ R}.
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Эффект размытия проявляется в области шириной d0 (см. рис. 2.1),

поэтому для нахождения области, соответствующей эффекту размытия,

будем использовать r = d0
2 . Для нахождения области, соответствующей

эффекту Гиббса, мы используем R = 5d0
2 . Данный выбор обусловлен тем,

что в результате применения алгоритмов восстановления высокочастот-

ной информации обычно наблюдается не более двух осцилляций эффекта

Гиббса. Пример нахождения множеств MNBE и MFBE для изображения

house.png приведён на рис. 2.5.

а) Визуализация множества MP б) Нахождение множеств MNBE и MFBE

FF

Рис. 2.5: Пример нахождения множеств MNBE и MFBE для d0 = 4. Белыми линиями обо-

значены базовые контуры, тёмно-серыми — небазовые контуры, прошедшие условие мас-

кирования (2.1). Слева: серым цветом обозначено множество MP . Справа: белым цветом

обозначено множество MNBE , тёмно-серым цветом — множество MFBE .

Введём на основе метрики ρSSIM (1.32) метрики на множествахMNBE

и MFBE:
ρNBE(z0, z) = ρSSIM(MNBE(z0))(z0, z),

ρFBE(z0, z) = ρSSIM(MFBE(z0))(z0, z),
(2.3)

где z0 — эталонное изображение, по которому строятся множестваMNBE

и MFBR. Метрика ρSSIM(M) — это метрика SSIM , в которой значения

µu, µv, σ2
u, σ2

v и σuv вычисляются по множеству M , а не по всему изобра-

жению.
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Метрики ρNBE и ρFBE являются метриками оценки качества изобра-

жений после применения алгоритмов восстановления высокочастотной

информации. Мы будем их использовать для оценки качества результа-

тов алгоритмов повышения разрешения изображений, повышения резко-

сти изображений и подавления эффекта Гиббса.

2.1.3 Применение метрик базовых контуров для задачи комбинирования
результатов нескольких методов повышения разрешения изображе-
ний

Проиллюстрируем применение предложенных метрик ρNBE и ρFBE (2.3)

для задачи комбинирования результатов двух методов повышения разре-

шения изображений, где первый метод даёт сильно выраженный эффект

Гиббса, а второй — сильный эффект размытия. В качестве первого ме-

тода можно использовать, например, интерполяцию Ланцоша или sinc-

интерполяцию, в качестве второго — билинейную интерполяцию, бику-

бическую интерполяцию или интерполяцию с помощью фильтра Гаусса.

Будем использовать подход, основанный на контроле значения пол-

ной вариации изображения. Предположим, что значение полной вариа-

ции результата первого метода ‖z1‖V выше, а значение полной вариации

результата второго метода ‖z2‖V ниже, чем значение полной вариации

изображения низкого разрешения ‖u‖V . Тогда можно взять линейную

комбинацию z1 и z2 так, чтобы значение полной вариации комбинации

изображения zc = (1−c)z1 +cz2 стало равно ‖u‖V . Функция ‖zc‖V непре-

рывно зависит от c, причём ‖zc‖V = ‖z1‖V при c = 0 и ‖zc‖V = ‖z2‖V
при c = 1. В силу того, что ‖z1‖V ≤ ‖u‖V ≤ ‖z2‖V существует такое c,

0 ≤ c ≤ 1, что ‖zc‖V = ‖u‖V . Мы используем приближение

c =
‖u‖V − ‖z1‖V
‖z2‖V − ‖z1‖V

.

Недостаток такого подхода заключается в том, что комбинация линей-

ных методов остаётся линейным методом с присущими им недостатками.

Глобальная комбинация методов не учитывает локальные особенности
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методов. Так, эффект Гиббса проявляется в виде ореолов в окрестно-

стях контуров, тогда как размытие портит сами контуры.

Простая комбинация результатов, при которой в качестве значения

пикселя, лежащего на контуре, берётся соответствующее значение пик-

селя результата первого метода, а в качестве значения пикселя из окрест-

ности контура — значение пикселя результата второго метода, даёт ар-

тефакт в виде стыков на границах контуров и их окрестностей. Также

такой подход требует применения алгоритмов поиска контуров на изоб-

ражении, что может существенно повысить вычислительную сложность

метода.

Чтобы уменьшить эти недостатки, будем использовать адаптивную

комбинацию результатов на основе значений локальной полной вариа-

ции, вычисляемой в небольшой окрестности пикселя [62]. Для вычисле-

ния значения каждого пикселя zi,j изображения высокого разрешения z

вычислим полную вариацию в квадратной окрестности пикселя (i, j) для

изображений z1, z2 и соответствующей ей окрестности на изображении

низкого разрешения u:

‖z1‖V (i,j) =

i+r∫
i−r

j+r∫
j−r

((
∂z1

∂x

)2

+

(
∂z1

∂y

)2
)1/2

dxdy,

‖z2‖V (i,j) =

i+r∫
i−r

j+r∫
j−r

((
∂z2

∂x

)2

+

(
∂z2

∂y

)2
)1/2

dxdy,

‖u‖V (i,j) = s

i+r
s∫

i−r
s

j+r
s∫

j−r
s

((
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
)1/2

dxdy,

где z1, z2, u — непрерывные изображения, полученные в результате били-

нейной интерполяции, s — коэффициент увеличения, r > 0 — параметр,

задающий размер квадратной окрестности и определяемый комбиниру-

емыми методами повышения разрешения изображений.

В случае, если r целое, то для вычисления значений интегралов (2.1.3)



68

нет необходимости в построении непрерывных изображений z1, z2, u.

Значения ‖z1‖V (i,j) и ‖z2‖V (i,j) при этом равны сумме длин градиентов

пикселей, попавших в квадратную окрестность пикселя (i, j), а значение

‖u‖V (i,j) равно ‖us‖V (i,j), где us — результат билинейной интерполяции

u с коэффициентом увеличения s. При этом для эффективного вычис-

ления значений полной вариации со сложностью O(1), не зависящей от

r, можно, пользуясь свойством аддитивности интеграла, использовать

подход, основанный на вычислении интегрального изображения [63].

Далее вычисляется весовая функция

ci,j =
‖u‖V (i,j) − ‖z1‖V (i,j)

‖z2‖V (i,j) − ‖z1‖V (i,j)

и строится значение пикселя комбинированного изображения

zi,j = (1− ci,j)z1,i,j + ci,jz2,i,j.

При этом, если ci,j < 0, например, если ‖u‖V (i,j) < ‖z1‖V (i,j), то ис-

пользуется ci,j = 0. Аналогично, если ci,j > 1, то используется ci,j = 1.

Пример комбинации методов идеальной интерполяции и бикубической

интерполяции приведён на рис.2.6. Комбинированный метод даёт значе-

ния метрик, близкие к значениям метрик наилучшего из методов, участ-

вующих в комбинации, при этом эффект Гиббса незначителен.

2.2 Задача подавления эффекта Гиббса на изображениях

2.2.1 Алгоритм обнаружения и оценки эффекта Гиббса

В разделе 1.3.2 была показана взаимосвязь между эффектом Гиббса и

полной вариацией. В случае возникновения эффекта Гиббса при дей-

ствии идеального фильтра на некоторую функцию из L2(R) с ограни-

ченной полной вариацией, например, при свёртке с функцией sinc, пол-

ная вариация этой функции становится бесконечно большой. Ещё одной

проблемой является наличие шума, например, равномерного шума, при

котором полная вариация также становится бесконечно большой [35].
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а) эталонное изображение б) множества MNBE и MFBE в) уменьшенное изображение

г) sinc-интерполяция д) бикубическая интерполяция е) комбинированный метод

ρNBE = 0.914, ρFBE = 0.993 ρNBE = 0.902, ρFBE = 0.993 ρNBE = 0.914, ρFBE = 0.993

ρSSIM = 0.973, ρPSNR = 27.74 ρSSIM = 0.969, ρPSNR = 21.14 ρSSIM = 0.973, ρPSNR = 27.69

Рис. 2.6: Пример комбинации методов идеальной (sinc) интерполяции и бикубической ин-

терполяции при повышении разрешения в 4 раза.

Размерность реальных изображений конечна, а вместо идеального

фильтра обычно используется его аппроксимация с финитным ядром,

поэтому полная вариация изображения высокого разрешения становится

значительно выше полной вариации изображения низкого разрешения,

но при этом она остаётся конечной.

С субъективной точки зрения, наиболее значимыми являются несколь-

ко первых осцилляций эффекта Гиббса возле контуров, тогда как после-

дующие осцилляции либо отсутствуют, либо их амплитуда ниже уровня

шума. Для того, чтобы учитывать только значимые осцилляции, будем

использовать взвешенную полную вариацию

WTV (f, w) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

|∇f(x, y)|w(x, y)dxdy, f ∈ L(R2), (2.4)
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где w(x, y) ≥ 0 — весовая функция. В дискретном случае определим

взвешенную полную вариацию как

WTV (u,w) = h
+∞∑

i,j=−∞

(
|ui+1,j − ui,j|2 + |ui,j+1 − ui,j|2

)1/2
w(ih, jh)dxdy,

u ∈ `(Ωh).

Для выбора весовой функции и критериев определения наличия эф-

фекта Гиббса, нами был произведён многомасштабный анализ эффекта

Гиббса при повышении разрешения изображения, содержащего только

один ступенчатый контур.

Многомасштабный анализ профилей контуров

Осцилляции эффекта Гиббса располагаются параллельно породившему

их контуру, поэтому для определения наличия эффекта Гиббса возле

контура достаточно использовать профили контура — сечения контура

прямой, перпендикулярной направлению контура.

Рассмотрим задачу определения наличия эффекта Гиббса при повы-

шении разрешения ступенчатого контура, профиль которого представ-

лен функцией

p0(x) =

1, x > 0,

0, x ≤ 0.

Профиль pu[i] ступенчатого контура на изображении низкого разре-

шения на сетке с узлами {xi : xi = hi− h
2} будет иметь вид

pu[i] =

1, i > 0,

0, i ≤ 0.

При повышении разрешения изображения в s раз выберем узлы сет-

ки профиля pz[i], соответствующего профилю pu[i], следующим образом:

{yi : yi = hi
s −

h
2}.
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Целью исследования является выделение характеристик, по которым

можно определить, присутствует ли эффект Гиббса в окрестности произ-

вольного контура при известном коэффициенте увеличения s на основе

анализа профиля контура pz[i]. При этом метод, с помощью которого бы-

ло получено изображение высокого разрешения, является неизвестным.

В качестве базового метода, не приводящего к возникновению эф-

фекта Гиббса, будем использовать билинейную интерполяцию. При этом

профиль ступенчатого контура принимает вид

pb[i] =


0, i ≤ 0,

i
s , 0 < i < s,

1, i ≥ s,

а в качестве базового метода, после применения которого появляется

эффект Гиббса — идеальную (sinc) интерполяцию, с профилем контура

ps[i] =
+∞∑
j=1

sinc(i− js).

Для моделирования произвольных методов повышения разрешения

изображений будем прибавлять равномерно распределённый шум со слу-

чайным параметром к результатам базовых методов:

pb,n0[i] = pb[i] + ξn[i],

ps,n0[i] = ps[i] + ξn[i],

где ξn[i] — случайная величина с равномерным распределением, прини-

мающая значения из отрезка [−n
2 ,

n
2 ]. Значение уровня шума n постоянно

для каждого профиля контура и выбирается случайным образом из от-

резка [0, n0], где n0 — максимальный рассматриваемый уровень искаже-

ний. Такой подход позволяет учесть при анализе как контуры с малым

уровнем искажения, так и контуры с большим уровнем искажения.

Для фиксированных s и n0 было сгенерировано 10000 профилей кон-

туров без эффекта Гиббса pb,n0 и 10000 профилей контуров с эффектом



72

Гиббса ps,n0. Для каждого из контуров были вычислены значения взве-

шенной полной вариации профиля контура p, взятого на разных разре-

шениях σ

TV (p, σ, wαs) = WTV (p ∗Gσ, wαs), (2.5)

где

wαs(x) = e
− x2

2(αs)2 ,

при различных α и σ. Параметр α определяет количество учитываемых

осцилляций эффекта Гиббса.

Пример значений TV (p, σ, wαs) для n0 = 25, α = 3 и s = 10 приведён

на рис. 2.7. На данном примере видно, что существует множество значе-

ний σ, при которых по значению TV (p, σ, wαs) можно определить, был

ли контур с профилем p с эффектом Гиббса или нет.

Рис. 2.7: Значения TV (p, σ, wαs) для n0 = 25, α = 3 и s = 10. Серым цветом обозначено мно-

жество значений TV (p, σ, wαs) для профилей контуров без эффекта Гиббса, тёмно-серым —

для профилей контуров с эффектом Гиббса. Пересечение этих множеств обозначено чёр-

ным цветом. Светло-серым цветом обозначено множество значений, которые TV (p, σ, wαs)

не принимает для рассматриваемых профилей контуров.

Введём обозначения:

g∗(s, σ, n0, α) = min
p=ps,n0

TV (p, σ, wαs),

g∗(s, σ, n0, α) = max
p=pb,n0

TV (p, σ, wαs).
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Функция g∗(s, σ, n0, α) представляет собой нижнюю границу множе-

ства значений TV (p, σ, wαs) для профилей контуров с эффектом Гиббса

(тёмно-серая область на рис. 2.7), а g∗(s, σ, n0, α) — верхнюю границу

соответствующего множества значений для профилей контуров без эф-

фекта Гиббса (серая область на рис. 2.7).

Если при некотором σ значение g∗(s, σ, n0, α) больше, чем g∗(s, σ, n0, α),

то это σ можно использовать для определения наличия эффекта Гибб-

са по значению TV (p, σ, wαs). Найдём σ1, при котором различие между

g∗(s, σ, n0, α) и g∗(s, σ, n0, α) наибольшее:

σ1(s, n0, α) = arg max
σ

(g∗(s, σ, n0, α)− g∗(s, σ, n0, α)) .

На рис. 2.8 показана зависимость σ1(s, n0, α) от s при n0 = 25, α = 3.

Экспериментальный анализ для тестового множества сгенерированных

профилей контуров показал, что функцию σ1(s, n0, α) можно аппрокси-

мировать линейной функцией

σ2(s, n0, α) = m(n0, α)s,

при этом значения σ2 можно использовать для определения наличия эф-

фекта Гиббса при тех же s, что и σ1. Для n0 = 25 и α = 3 мы используем

m(n0, α) = 0, 19, для n0 = 50 и α = 3 — m(n0, α) = 0, 25. Также было

отмечено, что при α > 2 значения m(n0, α) практически не зависят от

α, поэтому можно считать функцию m(n0, α) зависящей только от n0:

σ2(s, n0, α) = σ2(s, n0) = m(n0)s.

Таким образом, для определения наличия эффекта Гиббса на контуре

с профилем p, полученном из одномерного ступенчатого контура при

повышении разрешения в s раз, достаточно вычислить значение

TVR(p, n0, α) = TV (p,m(n0)s, wαs)

и сравнить его c G∗(s, n0, α) и G∗(s, n0, α), где

G∗(s, n0, α) = g∗(s,m(n0)s, n0, α),

G∗(s, n0, α) = g∗(s,m(n0)s, n0, α).
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Рис. 2.8: Зависимость значений σ1(s, n0, α) от s при n0 = 25, α = 3. Тонкой прямой показана

линейная аппроксимация функции σ1(s, n0, α).

На рис. 2.9 приведены графики функций G∗(s, n0, α) и G∗(s, n0, α) при

n0 = 25, α = 3.
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Рис. 2.9: Зависимость значений G∗(s, n0, α) и G∗(s, n0, α) от s при n0 = 25, α = 3.

Оценка уровня эффекта Гиббса

Многомасштабный анализ был проведён для контура с величиной пере-

пада, равной 1, тогда как величина перепада контуров на реальных изоб-

ражениях не является фиксированной. В этом случае произведём нор-
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мирование контура так, чтобы величина перепада получившегося конту-

ра стала равна 1. Для этого воспользуемся результатами проведённого

многомасштабного анализа. Заметим, что значения TV (p, σ, wαs) стре-

мятся к значению перепада контура при σ →∞. Реальные контуры же

имеют конечные размеры, поэтому для оценки перепада необходимо ис-

пользовать как можно меньшее σ. Хорошие результаты получаются при

аппроксимации высоты значением TV (p, σ, wαs) при σ = s.

Таким образом, для произвольного контура с профилем p значение

TVR вычисляется в виде

TVR(p, s, n0, α) =
TV (p,m(n0)s, wαs)

TV (p, s, wαs)
. (2.6)

Введём значение RE — оценку уровня эффекта Гиббса:

RE(p, s, n0, α) = 2
TVR(p, s, n0, α)−G∗(s, n0, α)

G∗(s, n0, α)−G∗(s, n0, α)
− 1. (2.7)

Для контуров с эффектом Гиббса значения RE будут ≥ 1, для конту-

ров без эффекта Гиббса RE ≤ −1. Появление промежуточных значений

−1 < RE < 1 возможно в случае, если значение n0 оказалось меньше,

чем реальный уровень искажения контура.

Для изображений, содержащих несколько контуров, мы выбираем ба-

зовые контуры с наибольшим значением модуля градиента, затем строим

несколько профилей для отобранных контуров и вычисляем среднее зна-

чение RE [57].

2.2.2 Регуляризирующий метод подавления эффекта Гиббса

В разделе 1.3.2 первой главы была показана связь функционала полной

вариации с эффектом Гиббса. Появление эффекта Гиббса приводит к

значительному увеличению значения полной вариации. В связи с этим

поставим задачу подавления эффекта Гиббса на изображении z в ви-

де задачи проектирования изображения z на множество изображений с
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ограниченной полной вариацией

zC = prCz = arg min
z′:‖z′‖TV≤C

‖z′ − z‖2, (2.8)

где параметр C отвечает за силу подавления эффекта Гиббса.

Задача подавления эффекта Гиббса в общем случае

Рассмотрим задачу подавления эффекта в общем случае, когда дано

изображение z с эффектом Гиббса, но нет информации об изображе-

нии низкого разрешения. В этом случае для выбора параметра C в (2.8)

будем пользоваться оценкой RE (2.7) для определения наличия и уров-

ня эффекта Гиббса. В качестве параметра (2.8) выбирается наибольшее

значение C, при котором RE(zC) ≤ β, где −1 ≤ β ≤ 1. Неоднозначность

выбора β вызвана тем, что метод оценки эффекта Гиббса даёт однознач-

ный результат только для RE < 1 и RE > 1. Таким образом, задача

подавления эффекта Гиббса в общем случае принимает вид

z1 = prC1
z,

где

C1 = max
RE(prCz)≤β

C.

В общем случае неизвестны значения s, n0, используемые при вычис-

лении RE. В этом случае мы используем фиксированное значение n0, а

коэффициент s оцениваем с помощью анализа ширины контуров [57].

Пример подавления эффекта Гиббса в общем случае для различных

β приведён на рис. 2.10.

Задача подавления эффекта Гиббса после повышения разрешения изоб-
ражения

При подавлении эффекта Гиббса после повышения разрешения изобра-

жений параметр C в (2.8) может быть оценён через изображение низкого

разрешения u [64, 65]. Будем использовать тот факт, что полная вариа-

ция равна сумме длин линий уровня [35]. Так как алгоритм повышения
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Изображение с эффектом Гиббса Результат подавления эффекта

Гиббса для β = −1

ρSSIM = 0, 9500, ‖ · ‖TV = 6, 872 ρSSIM = 0, 9456, ‖ · ‖TV = 4, 123

ρNBE = 0, 9523, ρFBE = 0, 9725 ρNBE = 0, 9481, ρFBE = 0, 9718

Результат подавления эффекта Результат подавления эффекта

Гиббса для β = 0 эффекта Гиббса для β = 1

ρSSIM = 0, 9495, ‖ · ‖TV = 4, 948 ρSSIM = 0, 9505, ‖ · ‖TV = 5, 839

ρNBE = 0, 9519, ρFBE = 0, 9733 ρNBE = 0, 9529, ρFBE = 0, 9735

Рис. 2.10: Пример подавления эффекта Гиббса для различных β.

разрешения изображений не должен добавлять или удалять контуры, то

и длина линий уровня не должна меняться при переходе на более мел-

кую сетку. Значит, полная вариация изображения высокого разрешения
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должна быть равна полной вариации изображения низкого разрешения

C = ‖u‖TV .

Так как изображение может состоять из достаточно разнородных участ-

ков, глобальное подавление полной вариации может привести к тому, что

в одних участках помимо эффекта Гиббса могут быть подавлены мелкие

детали, тогда как в других участках эффект Гиббса не будет полностью

подавлен. Для того, чтобы учесть локальные особенности изображений,

мы используем блочный подход [66]. В этом случае изображение z разби-

вается на перекрывающиеся блоки, подавление эффекта Гиббса произ-

водится независимо для каждого блока, при этом в качестве параметра

C используется значение полной вариации соответствующих блоков на

изображении u. Затем из блоков восстанавливается изображение высо-

кого разрешения.

Пример подавления эффекта Гиббса после повышения разрешения

изображений приведён на рис. 2.11.

2.3 Задача повышения резкости изображений

2.3.1 Постановка задачи повышения резкости изображений

Поставим задачу повышения резкости изображений как обратную задачу

для задачи размытия изображений:

Hz = u, z, u ∈ `(Ωh),

где z — искомое изображение, u — известное размытое изображение, H

— оператор размытия, являющийся неизвестным. В общем случае для

нахождения оператора H используются специальные методы [67]. Мы

будем работать со случаем, когда H = Gσ является фильтром Гаусса с

неизвестным радиусом σ.

Для нахождения её решения будем использовать метод регуляризации
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Изображение низкого разрешения Увеличение изображения в 2 раза

TV = 8, 6515 TV = 17, 24, RE = 8, ρSSIM = 0, 9779

Глобальный метод Блочный метод

TV = 8, 927, RE = −0, 7, ρSSIM = 0, 9827 TV = 8, 736, RE = −1, 5, ρSSIM = 0, 9812

Рис. 2.11: Пример подавления эффекта Гиббса после повышения разрешения изображений.

со стабилизатором в виде функционала полной вариации [68]:

zC = arg min
z:‖z‖TV≤C

‖Gσz − u‖2
2. (2.9)

Для оценки параметра σ по размытому изображению u нами было

введено понятие ширины контура и проведён анализ зависимости ши-

рины ступенчатого контура при размытии с помощью фильтра Гаусса с
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разными радиусами [59].

Вычисление ширины контура по его профилю y = y(x) производилось

по следующему алгоритму [57]: находились минимальное y0 и максималь-

ное y1 значения интенсивности в окрестности контура, затем находились

точки пересечения функции y(x) с y = 3
4y0 + 1

4y1 и с y = 1
4y0 + 3

4y1 с аргу-

ментами x′0 и x′1 соответственно. В случае нескольких точек пересечения

бралось их среднее. Через точки (x′0, y(x′0)) и (x′1, y(x′1)) проводилась пря-

мая до пересечения с прямыми y = y0 в x0 и y = y1 в x1. Значение |x1−x0|
принималось за определение ширины границы. Данный алгоритм про-

иллюстрирован на рис. 2.12.

-4 -2 0 2 4
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,0

x
0

x
1

Рис. 2.12: Вычисление ширины контура по его профилю. Для приведённого контура ширина

равна 4, 2.

Анализ зависимости ширины ступенчатого контура w от радиуса гаус-

совского размытия σ на представительной базе реальных изображений

показал линейную взаимосвязь между шириной границы и параметром

размытия [57]:
σ

w
= k0,

где k0 = 0, 45.

Для определения параметра размытия на изображении производится

выделение контуров, отбор контуров с наибольшим значением модуля

градиента и вычисление их средней ширины [59].

Значение параметра C в (2.9) принимается равным полной вариации
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размытого изображения C = ‖u‖TV .
На рис. 2.13 приведены результаты работы данного метода повышения

резкости.

2.3.2 Регуляризирующий метод адаптивного повышения резкости низко-
частотной части изображения

Недостатком метода (2.9) является низкое качество результатов в случае,

когда размытые изображения зашумлены. В этом случае будем произ-

водить разделение размытого изображения на структурную и шумовую

компоненты.

Для выделения структурной компоненты применим оператор размы-

тия H к исходному размытому изображению

us = Hu,

тогда шумовая компонента примет вид

un = u− us = u−Hu.

Применим для структурной компоненты метод повышения резкости (2.9)

zs = arg min
z:‖z‖TV≤‖us‖TV

‖HHz − us‖2
2. (2.10)

Результирующее изображение с повышенной резкостью представляет

собой сумму обострённой структурной компоненты и исходной шумовой

компоненты

z = zs + un. (2.11)

Результаты работы данного алгоритмы приведены на рис. 2.13
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Эталонные изображения

Множества метрик базовых контуров:

белые области — MNBE , серые - MFBE

ρSSIM = 0, 9150 ρSSIM = 0, 9791

Размытые изображения с σ = 4

Рис. 2.13: Результаты повышения резкости изображений с помощью методов (2.9, 2.11).
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ρSSIM = 0, 9421 ρSSIM = 0, 9788

Результат повышения резкости изображений с помощью метода (2.9)

Результат повышения резкости структурной

компоненты с помощью метода (2.10)

ρSSIM = 0, 9434 ρSSIM = 0, 9797

Результат повышения резкости изображений с помощью метода (2.11)

Рис. 2.13: Результаты повышения резкости изображений с помощью методов (2.9, 2.11).
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Глава 3

Программный комплекс

В работе предложен ряд методов, решающих актуальные задачи повы-

шения разрешения изображений. Наряду с построением регуляризирую-

щих алгоритмов, практические задачи требуют эффективной программ-

ной реализации предложенных алгоритмов. В данной главе приводятся

описание программной реализации и примеры результатов работы раз-

работанных методов.

Предложенные методы повышения разрешения и постобработки изоб-

ражений реализованы в виде программного комплекса для обработки и

анализа растровых изображений. Программы были созданы в среде раз-

работки Microsoft Visual Studio 2010 под операционные системы Microsoft

Windows. Программный комплекс построен на основе технологии .NET,

основная часть программы написана на языке C#. Пользовательский

интерфейс реализован с помощью библиотеки Windows Forms, а сами

алгоритмы, для увеличения скорости расчетов, реализованы в виде от-

дельной библиотеки DLL, написанной на языке C++. Для повышения

производительности на современных многоядерных процессорах было

произведено частичное распараллеливание кода с помощью библиотеки

Intel Threading Building Blocks (TBB) и оптимизация с использованием

векторных инструкций SSE и AVX [69]. Подключение библиотеки к ос-

новной программе происходит с помощью стандартных процедур .NET

Interop.

Все реализованные в программе алгоритмы оптимизированы для ра-
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боты с изображениями в градациях серого. При повышении разрешения

цветных изображений производится автоматическое разложение изобра-

жения на изображение в градациях серого Y и цветоразностное изобра-

жение (R− Y,G− Y,B − Y ). При этом используется формула

Y = 0.299R + 0.587G+ 0.114B,

где R соответствует интенсивности красного канала, G — зеленого кана-

ла, B — синего канала.

Повышение разрешения изображения в градациях серого производит-

ся с помощью разработанных методов, а повышение цветоразностного

изображения — с помощью бикубической интерполяции. Результирую-

щее изображение высокого разрешения получается путём суммирования

изображения в градациях серого с цветоразностным изображением.

3.1 Используемые численные методы и их программная реа-

лизация

3.1.1 Субградиентный метод минимизации регуляризирующих функци-
оналов

Для нахождения решения задач повышения разрешения изображений

(1.26), суперразрешения (1.28), подавления эффекта Гиббса (2.8), повы-

шения резкости изображений (2.9, 2.10) требуется произвести минимиза-

цию функционалов вида

z∗ = arg min
z∈Z

J(z),

где J(z) = ‖Az − u‖+ λΨ[z].

При использовании регуляризирующих методов со стабилизатором

Ψ[z] в виде полной вариации или билатеральной полной вариации регу-

ляризирующий функционал не является дифференцируемым. Для того,

чтобы иметь возможность использовать градиентные методы недиффе-

ренцируемых функционалов, мы используем понятие субградиента [70].
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Определение. Пусть функционал J(z) определён на множестве Z из

En. Вектор c = c(z0) ∈ En называется субградиентом функционала J(z)

в точке z0, если

J(z) ≥ J(z0) + (c(z0), z − z0)

выполняется для любого z ∈ En.

Множество всех субградиентов функционала в точке z0 называется

субдифференциалом и обозначается через ∂J(z0).

Субградиент обладает следующими свойствами [70]:

1. Если J(z) — выпуклый функционал, а Z — выпуклое множество,

то субдифференциал является непустым для любого z0 ∈ Z.
2. Если функционал J(z) является дифференцируемым в точке

z0 ∈ Z, то его градиент J ′(z0) является субградиентом, а если z0 — внут-

ренняя точка Z, то его субдифференциал содержит только один вектор,

равный градиенту J ′(z0).

Для минимизации J(z) мы используем субградиентный метод [71]

z(k+1) = z(k) − αkg(k),

где g(k) — один из субградиентов функционала J(z) в точке z = z(k).

В [71] рассматриваются следующие стратегии выбора шага αk и для

них доказывается сходимость субградиентного метода:

1. Постоянный коэффициент шага αk = α, либо постоянная длина

шага αk = γ
‖g(k)‖ . В этом случае сходимость является ε-оптимальной [71],

то есть начиная с некоторой итерации все приближённые решения z(k)

находятся в ε-окрестности точного решения z∗, при этом ε зависит только

от α.

2. Последовательность αk, удовлетворяющая условиям

αk ≥ 0,
∞∑
k=1

α2
k <∞,

∞∑
k=1

αk =∞.

3. Несуммируемая убывающая последовательность коэффициентов ша-
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га

αk ≥ 0, lim
k→∞

αk =∞,
∞∑
k=1

αk =∞,

либо несуммируемая убывающая последовательность длин шага

γk ≥ 0, lim
k→∞

γk =∞,
∞∑
k=1

γk =∞,

αk =
γk
‖g(k)‖

.

Скорость сходимости промежуточного решения z(k) субградиентного

метода к точному решению z∗ при наилучшем выборе αk = (R/G)/
√
k

может быть оценена с помощью формулы

‖z(k) − z∗‖ ≤ RG√
k
, (3.1)

где R = ‖z(0) − z∗‖, ‖g(k)‖ ≤ G.

Вычисление субградиента регуляризирующего функционала

Рассмотрим задачу минимизации функционала вида

J(z) = ‖Az − u‖nZ + λΨ[z].

Определим для функции φ(x) = |x| субградиент при x = 0 равным

нулю: ∂φ(x)|x=0 = 0. В этом случае получим следующие субградиенты

для невязки ‖Az − u‖nZ :

∂ (‖Az − u‖1) = A∗ sign(Az − u),

∂
(
‖Az − u‖2

1

)
= 2‖Az − u‖1 · A∗ sign(Az − u),

∂ (‖Az − u‖2) =
1

‖Az − u‖2
A∗(Az − u),

∂
(
‖Az − u‖2

2

)
= 2A∗(Az − u),

где signu — оператор, действующий из U в U и представляющий из себя
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покомпонентное применение функции sign:

[signu]i,j =


1, ui,j > 0,

0, ui,j = 0,

−1, ui,j < 0.

Для стабилизатора ‖∆z‖2
2:

∂‖∆z‖2
2 = 2∆∗∆z.

Субградиенты стабилизаторов ‖z‖TV и ‖z‖BTV можно найти, исполь-

зуя их представление в виде

‖z‖TV = h (‖Sxz − z‖1 + ‖Syz − z‖1) ,

‖z‖BTV = h

(
p∑

s,t=−p
γs,t‖SsxStyz − z‖1

)
,

где Ssx и Sty — операторы сдвига изображения по горизонтали и по вер-

тикали на s и t пикселей соответственно.

Для операторов Ssx и Sty субградиент выглядит следующим образом

∂‖Ssxz − z‖1 = S−sx sign(Ssxz − z),

∂‖Styz − z‖1 = S−ty sign(Styz − z).

Найдём в явном виде сопряжённые операторы для Ah = DhHσ0h, As =

DsHσ0
√
s2−1 и ∆∗.

Оператор H∗σ = Hσ как в непрерывном, так и в дискретном случае. В
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самом деле,

(Hf, g) =

∫
[Hf ](x, y)g(x, y)dxdy =

=

∫ (∫
1

2πσ2
exp

(
−(x− x′)2 + (y − y′)2

2σ2

)
f(x′, y′)dx′dy′

)
g(x, y)dxdy =

=

∫ ∫
1

2πσ2
exp

(
−(x− x′)2 + (y − y′)2

2σ2

)
f(x′, y′)g(x, y)dx′dy′dxdy =

=

∫ ∫
f(x′, y′)

1

2πσ2
exp

(
−(x′ − x)2 + (y′ − y)2

2σ2

)
g(x, y)dx′dy′dxdy =

=

∫
f(x′, y′)

(∫
1

2πσ2
exp

(
−(x′ − x)2 + (y′ − y)2

2σ2

)
g(x, y)dxdy

)
dx′dy′ =

=

∫
f(x′, y′)[Hg](x′, y′)dx′dy′ = (f,Hg)

Аналогично доказывается что ∆∗ = ∆.

Далее построим v = D∗hu:

(Dhf, u) =
∑
i,j

f(ih, jh)ui,j =∫
f(x, y)

∑
i,j

ui,jδ(x− ih)δ(y − jh)dxdy = (f,D∗hu),

откуда следует, что

v(x, y) =
∑
i,j

ui,jδ(x− ih)δ(y − jh).

В дискретном случае

[D∗su]i,j =

ui/s,j/s, если i и j кратны s,

0, иначе.

Программная реализация субградиентного метода

Субградиентный метод имеет низкую скорость сходимости (3.1). При

программной реализации субградиентного метода особое внимание было

уделено выбору начального приближения z(0) и выбору коэффициентов

αk.
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При повышении разрешения изображений основной задачей являет-

ся не нахождение точного решения задачи минимизации, а нахождение

приближённого решения приемлемой точности за минимальное количе-

ство итераций. Анализ, проведённый в [22], показал, что для повышения

разрешения изображения можно использовать шаг вида

αk =
Nγk
‖g(k)‖2

, γk = γ0q
k, (3.2)

где N — число пикселей изображения. Основным параметром здесь яв-

ляется q, отвечающий за скорость уменьшения длины шага.

Субградиентный метод останавливается, когда γk < ε. При этом ко-

личество итераций является фиксированным и зависит только от γ0, q и

ε. С ростом q точность метода должна повышаться. Однако анализ зави-

симости метрики ρPSNR от q показал, что, начиная с некоторого q = q0,

значение ρPSNR перестаёт повышаться. Это связано с тем, что точное

решение задачи минимизации отличается от эталонного изображения.

Поэтому для получения изображения наилучшего качества достаточно

использовать значение q = q0.

В программном комплексе был реализован выбор шага (3.2) c возмож-

ностью ручного задания параметров γ0 и q. При это в качестве значений

по умолчанию использовались γ0 = 25, q = 0.875 и ε = 0.1. Такой выбор

последнего параметра обусловлен тем, что при выводе изображения на

экран значения пикселей округляются до целого значения.

Анализ выбора зависимости результата от начального приближения

показал, что чем больше значение ρPSNR для начального приближения

z(0), тем больше значение ρPSNR для результата субградиентного метода.

Однако с ростом q зависимость от начального приближения снижается.

В общем случае нельзя задать параметры γ0, q и начального прибли-

жения z(0), которые были бы оптимальными для всех изображений.
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3.1.2 Метод минимизации квадратичных функционалов на множестве
функций с ограниченной полной вариацией

Рассмотрим задачу минимизации квадратичного функционала

F (z) = ‖Az − u‖2
2,

где A — линейный непрерывный оператор с detA 6= 0, на множестве

функций с ограниченной полной вариацией

MC = {z : ‖z‖TV ≤ C},

используемую в задачах подавления эффекта Гиббса (2.8) и повышения

резкости изображений (2.9, 2.10).

Для нахождения её решения будем использовать метод минимизации,

основанный на методе условного градиента [72].

Метод условного градиента

Метод условного градиента применяется для минимизации функционала

F (z) на множестве M — выпуклом многограннике с вершинами {Tj}.
В методе условного градиента минимизирующая z(k) и вспомогатель-

ная z(k) последовательности строятся согласно следующему алгоритму:

1. Выбирается некоторое начальное приближение z(0) ∈M .

2. Пусть известно приближение z(k), k = 0, 1, . . .. Тогда вспомогатель-

ное приближение z(k) полагается равным решению задачи:

(F ′(z(k)), z(k)) = min
z∈M

(F ′(z(k)), z).

Так как функционал (F ′(z(k)), z) является линейным, а множество M

— выпуклым, то z(k) следует искать на границе множества M . Для слу-

чая выпуклого многогранника достаточно перебрать все его вершины

Tn.

3. Пусть значение z(k) найдено. Далее z(k+1) строится по формуле

z(k+1) = z(k) + λk(z
(k) − z(k)),
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где ηk ∈ [0, 1] является решением задачи минимизации

F (z(k+1)) = F (z(k) + ηk(z
(k) − z(k))) = min

η∈[0,1]
F (z(k) + η(z(k) − z(k))).

Применение метода условного градиента для задачи подавления эффекта
Гиббса

Метод условного градиента неприменим в явном виде к задаче миними-

зации

z1 = arg min
z∈MC

F (z), (3.3)

так как множество MC не является ограниченным.

Рассмотрим задачу минимизации

z2 = arg min
z∈M

F (z), (3.4)

где M — некоторый выпуклый многогранник.

Построим такое множествоM ⊂MC , при котором задачи (3.3) и (3.4)

будут эквивалентны, в одномерном случае. Решения задач (3.3) и (3.4)

существуют и единственны в силу строгой выпуклости минимизируемо-

го функционала и выпуклости множеств M и MC . Для доказательства

эквивалентности достаточно показать, что z1 = z2. Это равенство вы-

полняется в случае, если z1 ∈M .

Используя рассуждения, аналогичные рассуждениям в теореме 3 из

раздела 1.3.2, можно показать, что значение ‖Az1‖2 ограничено некото-

рой константой C1, зависящей от ‖u‖ и C. Обратный оператор A−1 су-

ществует и ограничен, так как detA 6= 0, а пространство конечномерно.

Отсюда следует, что решение (3.3) ограничено:

‖z1‖2 ≤ C2 = C1‖A−1‖

и для него справедливо

|z1,i| ≤ B, i = 1, 2, . . . , n,

где B — константа, зависящая от A, ‖u‖ и C.
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Таким образом, мы получили, что z1 принадлежит ограниченному

множеству

Mz = {z ∈ Z : max
i
|zi| ≤ B}.

Построим в явном виде выпуклый многогранник M , такой, что Mz ⊂
M ⊂ MC . В [72] рассмотрено построение вершин многогранника для

множества M 0
C , состоящего из элементов z ∈ Z, удовлетворяющих усло-

вию
|z2 − z1|+ |z3 − z2|+ . . .+ |zn − zn−1| ≤ C,

zn = 0.

Для данного множества вершины T (j), j = −(n−1), . . . ,−1, 1, . . . , n−1

имеют вид

T
(j)
i =

C, i ≤ j,

0, i > j,
j = 1, 2, . . . , n− 1,

T
(−j)
i = −T (j)

i , j = 1, 2, . . . , n− 1.

Далее избавимся от условия zn = 0, используя множество M 0
z , состо-

ящее из элементов z ∈ Z, удовлетворяющих условию

z1 = z2 = . . . = zn,

|zn| ≤ B.

Рассмотрим множествоM = M 0
C⊕Mz. Это множество состоит из всех

элементов z, для которых ‖z‖TV ≤ C и |zn| ≤ B, и представляет собой

призму с вершинами

T
(j)
i =

C −B, i ≤ j,

−B, i > j,
j = 1, 2, . . . , n− 1,

T
(j+n−1)
i =

C +B, i ≤ j,

B, i > j,
j = 1, 2, . . . , n− 1,

T
(−j)
i = −T (j)

i , j = 1, 2, . . . , 2n− 2.

Очевидно, чтоM ⊂MC иMz ⊂M , а значит, задача (3.4) эквивалент-

на задаче (3.3). Таким образом, мы свели нахождение решения задачи
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(3.3) к нахождению решения задачи (3.4), для которой применим метод

условного градиента.

Двухмерный случай

В двухмерном случае построение многогранника является достаточно

затруднительным и неэффективным с вычислительной точки зрения.

Мы применяем метод условного градиента только для задачи подав-

ления эффекта Гиббса после повышения разрешения изображения, в ко-

торой изображение разбивается на перекрывающиеся блоки небольшого

размера. При этом, мы вместо квадратных блоков используем горизон-

тальные и вертикальные блоки с шириной в один пиксель.

Пусть QH [z, u] — оператор подавления эффекта Гиббса на изображе-

нии высокого разрешения z при известном изображении низкого раз-

решения u с помощью метода условного градиента с горизонтальными

блоками, QV [z, u] — с вертикальными блоками.

Тогда результатом подавления эффекта Гиббса является изображе-

ние [66]

z′ =
1

2
(QH(QV (z, u), u) +QV (QH(z, u), u)) .

3.1.3 Практический выбор параметра регуляризации для задачи повы-
шения разрешения изображений

До сих пор не была затронута задача выбора параметра регуляризации

λ для задач повышения разрешения изображений (1.25), (1.26).

Это связано с тем, что в общем случае параметр регуляризации вы-

брать нельзя, так как значение ошибки приближённо заданного изоб-

ражения низкого разрешения u неизвестно. Для каждого изображения

параметр регуляризации, при котором будут наилучшими значения мет-

рик оценки качества изображений, будет различаться.
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Тем не менее, можно осуществить выбор параметра регуляризации,

при котором качество результата повышения разрешения изображений

будет близко к наилучшему. Мы используем две стратегии выбора па-

раметра регуляризации: предварительное вычисление параметра регуля-

ризации на основе изображений из базы эталонных изображений и адап-

тивное вычисление параметра регуляризации на основе анализа самого

изображения.

Предварительное вычисление параметра регуляризации

В разделе 1.3.2 была рассмотрена задача выбора наилучшей комбинации

нормы невязки и стабилизатора. В ней использовалась база эталонных

изображений, в которой для каждого изображения низкого разрешения

было известно соответствующее ему эталонное изображение высокого

разрешения. При этом для каждой пары изображений вычислялось зна-

чение параметра регуляризации, максимизирующего ρSSIM между эта-

лонным изображением высокого разрешения и результатом повышения

разрешения изображения низкого разрешения.

Для выбора параметра регуляризации мы используем предположение,

что значение параметра регуляризации, максимизирующего ρSSIM , будет

одинаково для всех изображений из одного класса. Таким образом, до-

статочно вычислить наилучшее значение параметра регуляризации для

базы изображений определённого класса, а затем использовать получен-

ное значение при повышении разрешения всех изображений этот класса.

В таблицах 3.1 и 3.2 приведены средние геометрические значения наи-

лучших параметров регуляризации при использовании различных норм

пространств и стабилизаторов при повышении разрешения изображений

в 2, 3 и в 4 раза, вычисленные для базы, состоящей из 124 фотографий

природы и зданий. Данные значения были использованы в программном

комплексе как параметры по умолчанию при выборе конкретных нормы

невязки, стабилизатора и коэффициента масштабирования.
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Увеличение в 2 раза в 3 раза в 4 раза
XXXXXXXXXXXXXXX
Стабилизатор

Норма
‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,00328 0,01576 0,01215 0,07164 0,00624 0,01696

‖z‖TV 0,04936 0,58840 0,21240 0,60741 0,26688 0,35920

‖z‖BTV (p = 1) 0,04720 0,28412 0,10665 0,37071 0,13152 0,23600

‖z‖BTV (p = 2) 0,01124 0,11164 0,03636 0,08343 0,03024 0,06928

‖z‖BTV (p = 3) 0,01060 0,04492 0,02205 0,04968 0,01856 0,03696

Таблица 3.1: Средние геометрические значения наилучших параметров регуляризации при

использовании различных норм пространств и стабилизаторов при повышении разрешения

незашумлённых изображений в 2, 3 и в 4 раза.

Увеличение в 2 раза в 3 раза в 4 раза
XXXXXXXXXXXXXXX
Стабилизатор

Норма
‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,01556 0,48404 0,03645 1,92033 0,02912 2,15136

‖z‖TV 0,66348 6,75636 0,73980 10,24659 1,48672 14,57408

‖z‖BTV (p = 1) 0,35892 3,88072 0,50553 5,24529 0,79424 6,79312

‖z‖BTV (p = 2) 0,09628 1,32696 0,12663 1,39761 0,17952 1,80144

‖z‖BTV (p = 3) 0,05260 0,78588 0,05805 0,68310 0,08016 0,84352

Таблица 3.2: Средние геометрические значения наилучших параметров регуляризации при

использовании различных норм пространств и стабилизаторов при повышении разрешения

зашумлённых изображений в 2, 3 и в 4 раза.

Адаптивное вычисление параметра регуляризации

Альтернативой предварительного вычисления параметра регуляризации

является вычисление параметра регуляризации на основе анализа самого

изображения низкого разрешения u. Данный подход аналогичен подходу

предварительного вычисления параметра регуляризации, но при этом

база изображений состоит только из изображения u, выступающего в

роли эталонного, и его уменьшенной версии.

Данный подход позволяет находить параметр регуляризации для изоб-

ражений произвольного класса, однако вычислительные затраты на на-
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хождение параметра регуляризации могут превышать затраты на соб-

ственно повышение разрешения изображений u.

В программном продукте была реализована возможность выбора дан-

ного способа задания параметра регуляризации.

3.1.4 Алгоритм определения уровня эффекта Гиббса на изображениях

В работе был предложен метод определения наличия эффекта Гиббса на

основе анализа профилей базовых контуров. При выделении профилей

контуров в явном виде на дискретных изображениях основной проблемой

является необходимость интерполяции при вычислении значений пиксе-

лей с вещественными координатами.

При реализации в программном комплексе данный алгоритм был оп-

тимизирован для обработки дискретных изображений.

Алгоритм состоит из следующих шагов:

1. Вычисление средней ширины контуров. На данном шаге произво-

дится нахождение контуров с помощью метода Канни [56] с фиксиро-

ванным параметром фильтра Гаусса σ = 2. Среди найденных контуров

отбираются 50 контуров с наибольшим модулем градиента и вычисляет-

ся их средняя ширина.

2. Нахождение базовых контуров MBE и множества точек MP , для

которых ближайший контур является базовым. В качестве параметра

метода нахождения базовых контуров d0 берётся среднее значение ши-

рины границ, вычисленное на предыдущем шаге.

3. Интегральное вычисление значения TVR (2.6). Вместо того, чтобы

выделять профили базовых контуров, вычислять для них взвешенную

полную вариацию WTV (2.5), а затем вычислять её среднее значение,

мы используем интегральный подход (2.4):

WTV (z ∗Gσ, wαs) =
∑
i,j

|∇(z ∗Gσ)i,j|wi,j,
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где

wi,j =

wαs(ρ((i, j),MBE)), (i, j) ∈MP ,

0, (i, j) /∈MP .

4. Вычисление оценки уровня эффекта Гиббса RE (2.7).

3.2 Структура программного комплекса

Программный продукт состоит из трёх модулей:

1. Основной модуль, представляющий из себя платформо-независимую

библиотеку классов для анализа и обработки изображений на языке C#

2. Динамическая библиотека на языке C++, содержащая функции

для выполнения атомарных операций над изображениями с использо-

ванием низкоуровневых оптимизаций в виде использования векторных

инструкций и распараллеливания участков кода. Данный модуль явля-

ется платформо-зависимым, для использования программы в 32-битных

и 64-битных системах модуль компилируется под соответствующую плат-

форму.

3. Интерфейсный модуль, позволяющий пользователю загружать, об-

рабатывать и сохранять изображения. Данный модуль контактирует с

основным модулем.

Общий вид интерфейса программного комплекса проведён на рис. 3.1,

рис. 3.2 и рис. 3.3.

Описание основных пунктов меню программного комплекса

Меню File:

• Open — открытие изображение из файла. Поддерживаются форма-

ты BMP, PNG, JPG, TIF, GIF, PGM;

• Save — сохранение изображения в файл;

• Exit — выход из приложения.
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Рис. 3.1: Общий вид интерфейса программного комплекса с открытым окном настроек

алгоритма повышения разрешения изображений

Меню Edit:

• Copy — копирование текущего изображения в буфер обмена;

• Paste — создание нового изображения из буфера обмена.

Меню Process:

• Resampling + Deringing — реализация разработанного алгорит-

ма повышения разрешения изображений с применением алгоритма

подавления эффекта Гиббса после повышения разрешения изобра-

жений;

• Deringing — реализация алгоритма подавления эффекта Гиббса в

общем случае;
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Рис. 3.2: Снимок экрана программного комплекса с открытым окном расширенных настроек

алгоритма повышения разрешения изображений

• Deblurring — реализация алгоритма автоматического повышения

резкости.

Меню Options:

• Multi-thread support — использование многопоточной реализации

используемых алгоритмов, данная настройка включена по умолча-

нию.

Выбор параметров алгоритмов повышения разрешения изображений

При выборе пункта меню Resampling + Deringing открывается окно

настроек алгоритма повышения разрешения изображений (см. рис. 3.1),

в котором можно выбрать:
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Рис. 3.3: Снимок экрана программного комплекса с изображением, обработанными с помо-

щью алгоритма повышения разрешения.

• коэффициент увеличения;

• начальное приближение. В качестве начального приближения до-

ступны: нулевое изображение, метод ближайшего соседа, билиней-

ная интерполяция, бикубическая интерполяция, NEDI, линейная ин-

терполяция с использованием фильтра Гаусса, также можно исполь-

зовать внешний результат из файла;

• параметр регуляризации;

• использование алгоритма подавления эффекта Гиббса;

• численный метод решения задачи подавления эффекта Гиббса;

• настройки размера и шага окна для метода подавления эффекта
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Гиббса после повышения разрешения изображений.

При нажатии на Advanced открывается окно расширенных настроек

(см. рис. 3.2), в котором можно дополнительно выбрать:

• стабилизатор, по умолчанию используется BTV (p = 1);

• норму невязки;

• число итераций, размера шага;

• параметр σ0, используемый при понижении разрешения изображе-

ний.

При выборе пункта меню Deringing открываются только настройки

алгоритма подавления эффекта Гиббса.
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Заключение

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следую-

щем:

1. Разработаны и обоснованы регуляризирующие алгоритмы повы-

шения разрешения изображений и суперразрешения. Созданы метрики

оценки качества алгоритмов повышения разрешения.

2. Предложены и алгоритмически реализованы регуляризирующие ме-

тоды подавления эффекта Гиббса на изображениях и повышения резко-

сти изображений.

3. Создан программный комплекс для анализа и повышения качества

изображений, повышения разрешения и суперразрешения.

Основные результаты докладывались на:

1. 12-й международной конференции и выставке «Цифровая обработ-

ка сигналов и её применение» DSPA, Москва, 2010 [48];

2. 10-й международной конференции «Распознавание образов и анализ

изображений: новые информационные технологии», Санкт-Петербург,

2010 [55];

3. 20-й международной конференции по распознаванию образов ICPR,

Стамбул, Турция, 2010 [47];

4. 16-й международной конференции по обработке изображений ICIP,

Каир, Египет, 2009 [39,58];

5. 5-й международной конференции по обработке изображений и гра-

фике ICIG, Сиань, Китай, 2009 [59];

6. 19-й международной конференции по компьютерной графике и зре-

нию Графикон, Москва, 2009 [57,62];
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7. 15-й международной конференции по обработке изображений ICIP,

Сан Диего, США, 2008 [66];

8. 8-й международной конференции «Распознавание образов и анализ

изображений: новые информационные технологии», Нижний Новгород,

2008 [43];

9. 18-й международной конференции по компьютерной графике и зре-

нию Графикон, Москва, 2008 [33];

10. 9-й международной конференции по обработке сигналов ICSP, Пе-

кин, Китай, 2008 [41];

11. 6-й Курчатовской молодёжной научной школе, Москва, 2008 [65];

12. 17-й международной конференции по компьютерной графике и

зрению Графикон, Москва, 2007 [64];

13. 16-й международной конференции по компьютерной графике и

зрению Графикон, Новосибирск, 2006 [22].

Основные результаты опубликованы в статьях списка ВАК [14,32,34,

42,73].
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