
ÌÎÑÊÎÂÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

èìåíè Ì. Â. ËÎÌÎÍÎÑÎÂÀ

Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

À.Ñ. Êðûëîâ, À.Â. Íàñîíîâ

ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÅ ÏÎÂÛØÅÍÈÅ

ÐÀÇÐÅØÅÍÈß ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉ Ñ

ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÌÅÒÎÄÎÂ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÈÇÈÊÈ

Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Ìîñêâà 2011



ÓÄÊ 517.6
ÁÁÊ 22.193

Ì18

Ïå÷àòàåòñÿ ïî ðåøåíèþ Ðåäàêöèîííî-èçäàòåëüñêîãî ñîâåòà

ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè

Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ð å ö å í ç å í ò û:
Ðàçãóëèí À.Â., ïðîôåññîð, ä.ô.-ì.í.
Áàÿêîâñêèé Þ.Ì., äîöåíò, ê.ô.-ì.í.

Ì18

Êðûëîâ À.Ñ., Íàñîíîâ À.Â.

Êîìïüþòåðíîå ïîâûøåíèå ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè: Ó÷åáíîå ïîñîáèå. � Ì.: Èçäàòåëüñêèé

îòäåë ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà (ëèöåíçèÿ ÈÄ N 05899 îò

24.09.2001 ã.); ÌÀÊÑ Ïðåññ, 2011. � 72 ñ.

ISBN 000-0-00000-000-0

Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî èñïîëüçîâàíèþ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
íåêîððåêòíûõ çàäà÷ äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñóïåððàçðåøåíèÿ. Ïðè-
âîäèòñÿ îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé. Ñòðîèòñÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèé äëÿ öèôðîâûõ êàìåð. Íà îñíîâå ýòîé
ìîäåëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, ñòðîÿòñÿ è àíàëèçèðóþò-
ñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû äëÿ å¼ ðåøåíèÿ. Îïèñàíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ, àëãîðèòìû è
÷èñëåííûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè èñïîëüçóåìûõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïîñîáèå ðàññ÷èòàíî íà ñòóäåíòîâ ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèõñÿ
â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

ÓÄÊ 517.6
ÁÁÊ 22.193

Ðóêîïèñü ïîäãîòîâëåíà ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû

èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009�2013 ãîäû

ÊÐÛËÎÂ Àíäðåé Ñåðäæåâè÷, ÍÀÑÎÍÎÂ Àíäðåé Âëàäèìèðîâè÷

Ê Î Ì Ï Ü Þ Ò Å Ð Í Î Å Ï Î Â Û Ø Å Í È Å Ð À Ç Ð Å Ø Å Í È ß
È Ç Î Á Ð À Æ Å Í È É Ñ È Ñ Ï Î Ë Ü Ç Î Â À Í È Å Ì Ì Å Ò Î Ä Î Â

Ì À Ò Å Ì À Ò È × Å Ñ Ê Î É Ô È Ç È Ê È
Ó÷åáíîå ïîñîáèå

Èçäàòåëüñêèé îòäåë
Ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà

Ëèöåíçèÿ ÈÄ B 05899 îò 24.09.01 ã.

119992, ÃÑÏ-2, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2-é ó÷åáíûé êîðïóñ

Íàïå÷àòàíî ñ ãîòîâîãî îðèãèíàë-ìàêåòà
â èçäàòåëüñòâå ÎÎÎ ¾ÌÀÊÑ Ïðåññ¿
Ëèöåíçèÿ ÈÄ N 00510 îò 01.12.99 ã.

Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 00.00.0000 ã. Ôîðìàò 60õ90 1/16 Óñë.ïå÷.ë. 4,5 Òèðàæ 100 ýêç. Çàêàç 000.

119992, ÃÑÏ-2, Ìîñêâà, Ëåíèíñêèå ãîðû, ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2-é ó÷åáíûé êîðïóñ, 627 ê.
Òåë. (495) 939-3890, 939-3891, Òåë./Ôàêñ 939-3891.

ISBN 000-0-00000-000-0 c©Êðûëîâ À.Ñ., Íàñîíîâ À.Â., 2011
c©Ôàêóëüòåò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, 2011



3

Îãëàâëåíèå

Ââåäåíèå 5

1 Îáçîð ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé 11

1.1 Ëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé . . 11

1.2 Íåëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé 15

2 Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé 20

2.1 Ìîäåëü ïîëó÷åíèÿ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé . . . . . . . . . 20

2.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåñàìïëèíãà èçîáðàæåíèé . . . . . . . . 22

2.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ . . . . . . . . . . . . . 25

3 Ïîñòðîåíèå è àíàëèç ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñó-

ïåððàçðåøåíèÿ 30

3.1 Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñóïåððàçðåøåíèÿ . 31

3.2 Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ . . . 42

3.3 Ïîñòîáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ è ñó-

ïåððàçðåøåíèÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4 ×èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-

ëåííûõ çàäà÷ 56

4.1 Ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ

ôóíêöèîíàëîâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56



4

4.2 Ìåòîä ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíî-

æåñòâå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ïîëíîé âàðèàöèåé . . . . 62

4.2.1 Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà . . . . . . . . . . . . . . 62

4.2.2 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà äëÿ çàäà÷è

ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà . . . . . . . . . . . . . . 63

4.3 Ïðàêòè÷åñêèé âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà÷è

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé . . . . . . . . . . . . 66



5

Ââåäåíèå

Áûñòðûé ïðîãðåññ â îáëàñòè êîìïüþòåðíîé òåõíèêè ïîçâîëÿåò ïðèìå-

íÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæåíèé âñ¼ áîëåå

ñîâðåìåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Áîëåå òîãî, ìíîãèå äîñòèæåíèÿ â

îáëàñòè îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæåíèé âî ìíîãîì ñâÿçàíû èìåííî ñ

ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, ðàíåå

âîçíèêøèå è ðàçâèâøèåñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ

îáëàñòÿõ, â ïåðâóþ î÷åðåäü � â ôèçèêå è õèìèè, ÿâëÿþòñÿ öåííûì èñ-

òî÷íèêîì ñîçäàíèÿ íîâûõ ìóëüòèìåäèéíûõ àëãîðèòìîâ. Âî ìíîãîì, ýòî

îòíîñèòñÿ è ê ìåòîäàì ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, â òîì ÷èñëå è ê ìåòî-

äàì ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, êîòîðûå â

äàííîì ïîñîáèè ñîñòàâëÿþò áàçó ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ

êîìïüþòåðíîãî ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé äëÿ

øèðîêîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, òàêèõ êàê îáðàáîòêà è àíà-

ëèç ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé, îáðàáîòêà àýðîêîñìè÷åñêèõ ñíèìêîâ, îá-

ðàáîòêà äàííûõ âèäåîíàáëþäåíèÿ, òðàíñëÿöèÿ âèäåîïîòîêà íèçêîãî ðàç-

ðåøåíèÿ íà ñîâðåìåííûõ øèðîêîôîðìàòíûõ äèñïëåÿõ è ðÿäà äðóãèõ çà-

äà÷.

Ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîçâîëÿåò

â ðåàëüíîì âðåìåíè èñïîëüçîâàòü ñëîæíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîâû-

øåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, à òàêæå ðåøàòü çàäà÷ó ñóïåððàçðåøå-

íèÿ [1, 2]. Ñóïåððàçðåøåíèå ïîçâîëÿåò ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ðàçëè÷íûì

èçîáðàæåíèÿì íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà ïîñòðîèòü

îäíî èçîáðàæåíèå âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü áîëüøå-
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ãî êà÷åñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìåíåíèåì ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ êàæ-

äîãî èç èçîáðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé îáëàäàåò îñîáåííîñòÿìè,

íå ïîçâîëÿþùèìè ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü îáùèå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè

ôóíêöèé äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, ïîýòîìó äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíèé òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ. Ñðåäè òàêèõ îñîáåí-

íîñòåé ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

1. Íàëè÷èå ñïåöèôè÷íîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñîäåðæàíèè è ñòðóê-

òóðå èçîáðàæåíèÿ. Ïðèìåðîì òàêîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ

î ñïåêòðå íåïðåðûâíîãî èçîáðàæåíèÿ: åñëè èçîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèÿì òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà [3], òî âîçìîæíî åãî îäíîçíà÷íîå âîñ-

ñòàíîâëåíèå ïî äèñêðåòíîìó èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Äðóãè-

ìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîõðàíåíèè ïîëíîé âàðèàöèè

èçîáðàæåíèÿ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ, ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðóêòóðå

êîíòóðîâ îáúåêòîâ.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èçîáðàæåíèé ýòà àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ðàç-

ëè÷àåòñÿ, ïîýòîìó íåâîçìîæíî ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîâû-

øåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçîáðàæåíèé.

2. Çíà÷èìîñòü ñóáúåêòèâíîé îöåíêè ðåçóëüòàòà ïîâûøåíèÿ ðàçðåøå-

íèÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ âèäåîïîòîêà íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

íà ýêðàíàõ âûñîêîé ÷¼òêîñòè, âèçóàëüíîå êà÷åñòâî èçîáðàæåíèé èìååò

ðåøàþùåå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì èìååò çíà÷åíèå êàê îòñóòñòâèå àðòåôàê-

òîâ, òàê è ïðàâäîïîäîáíîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà (îòñóòñòâèå èñêà-

æåíèé, òàêèõ êàê èñ÷åçíîâåíèå ìåëêèõ äåòàëåé èëè ïîÿâëåíèå íîâûõ

äåòàëåé).

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûìè àðòåôàêòàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ïî-

âûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, ÿâëÿþòñÿ àðòåôàêòû, ñâÿçàííûå ñ

èñêàæåíèåì âûñîêî÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè: ýôôåêò ðàçìûòèÿ, àëèàñèíã

(ñòóïåí÷àòîñòü êîíòóðîâ) è ýôôåêò Ãèááñà. Â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èçîá-

ðàæåíèé ýôôåêò Ãèááñà ïðîÿâëÿåòñÿ êàê ýôôåêò ëîæíîãî îêîíòóðè-
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âàíèÿ, âîçíèêàþùèé ïðè íåäîñòàòêå èíôîðìàöèè î âûñîêèõ ÷àñòîòàõ

èçîáðàæåíèÿ è ïðîÿâëÿþùèéñÿ â âèäå îðåîëîâ âîçëå ðåçêèõ êîíòóðîâ. Â

îòëè÷èå îò íàñòîÿùåãî ýôôåêòà Ãèááñà, â ñëó÷àå ëîæíîãî îêîíòóðèâà-

íèÿ íàáëþäàåòñÿ îáû÷íî òîëüêî îäíà èëè äâå îñöèëëÿöèè.

Íà ðèñ.1 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ýòèõ àðòåôàêòîâ.

Ðàçìûòèå Àëèàñèíã Ëîæíîå îêîíòóðèâàíèå

(ñòóïåí÷àòîñòü êîíòóðîâ) (ýôôåêò Ãèááñà)

Ðèñ. 1: Ïðèìåðû àðòåôàêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Äëÿ ïîäàâëåíèÿ àðòåôàêòîâ, âíåñ¼ííûõ ìåòîäàìè ïîâûøåíèÿ ðàçðå-

øåíèÿ èçîáðàæåíèé, ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ïîñòîáðàáîòêè.

3. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ íå ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî èçîá-

ðàæåíèÿ, à ïåðåõîä ñ áîëåå ãðóáîé ñåòêè íà áîëåå ìåëêóþ. Òàêîé ïðîöåññ

íàçûâàþò ðåñàìïëèíãîì èçîáðàæåíèé, à êîýôôèöèåíò îòíîøåíèÿ øàãà

êðóïíîé ñåòêè ê êîýôôèöèåíòó øàãà ìåëêîé ñåòêè � êîýôôèöèåíòîì

óâåëè÷åíèÿ èçîáðàæåíèé.

4. Èìååò çíà÷åíèå âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ïðè èõ ïðèìåíåíèè â ðåàëüíîì âðåìåíè.

Îáúåêòèâíûé àíàëèç êà÷åñòâà ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîá-

ðàæåíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ìåòðèê, ó÷èòû-

âàþùèõ êàê áëèçîñòü ðåçóëüòàòà ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ ê ýòàëîííîìó

èçîáðàæåíèþ, òàê è ñóáúåêòèâíóþ îöåíêó êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ.

Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ðàáî-

òàþò ñ èçîáðàæåíèÿì, ñîäåðæàùèìè òîëüêî îäíó êîìïîíåíòó. Ïðèìå-

íåíèå òàêèõ àëãîðèòìîâ ê öâåòíûì èçîáðàæåíèÿì çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ â âèäå òð¼õ îäíîêîìïîíåíòíûõ èçîá-
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ðàæåíèé è ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ èçîáðàæåíèé ïî

îòäåëüíîñòè. Ïðè ýòîì ÷àñòî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä â äðóãîå öâåòîâîå

ïðîñòðàíñòâî, íàïðèìåð, YUV, ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðåäñòàâëÿåò èç

ñåáÿ çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè, à îñòàâøèåñÿ äâå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþò

öâåò. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ÷óâñòâèòåëüíîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ ê

ÿðêîñòè âûøå, ÷åì ê öâåòó, òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü âû÷èñëè-

òåëüíóþ ñëîæíîñòü ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ öâåòíûõ èçîáðàæåíèé,

ïðèìåíÿÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ öâåòîâûõ êîìïîíåíò áûñòðûå àë-

ãîðèòìû.

Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, êîòîðûå ðàáîòàþò ñ êîìïîíåíòàìè ïèêñåëÿ

öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ êàê ñ åäèíûì öåëûì. Íàïðèìåð, â çàäà÷àõ âûäå-

ëåíèÿ êîíòóðîâ èñïîëüçóåòñÿ öâåòîâîé ãðàäèåíò [4], ïîçâîëÿþùèé íàõî-

äèòü êîíòóðû, êîòîðûå íåëüçÿ íàéòè, èñïîëüçóÿ òîëüêî ÿðêîñòíóþ êîì-

ïîíåíòó èçîáðàæåíèÿ. Îäíàêî â çàäà÷àõ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíèÿ òàêèå àëãîðèòìû íå ïîëó÷èëè ïîïóëÿðíîñòè èç-çà âûñîêîé ñëîæ-

íîñòè è îòñóòñòâèÿ ñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ ñóáúåêòèâíîãî êà÷åñòâà

èçîáðàæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãîðèòìû èíòåðïîëÿöèè öâåòíûõ èçîáðàæåíèé

ïðèìåíÿþòñÿ â îñíîâíîì äëÿ äåìîçàèêèíãà � èíòåðïîëÿöèè áàéåðîâ-

ñêèõ øàáëîíîâ [5]. Â áîëüøèíñòâå óñòðîéñòâ ïîëó÷åíèÿ öâåòíûõ öèôðî-

âûõ èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç ðàçëè÷íûõ ôî-

òîýëåìåíòîâ, ÷óâñòâèòåëüíûõ ê ñâåòó ñ îïðåäåëåííîé äëèíîé âîëíû. Èñ-

ïîëüçóåòñÿ òðè òèïà ýëåìåíòîâ: ÷óâñòâèòåëüíûõ ê êðàñíîìó, çåëåíîìó è

ñèíåìó öâåòàì. Ýòè òðè òèïà ýëåìåíòîâ ðàñïîëîæåíû â âèäå ìîçàèêè, íà-

çûâàåìîé îáû÷íî áàéåðîâñêèì øàáëîíîì. Çàäà÷à äåìîçàèêèíãà ñîñòîèò

â ïîëó÷åíèè ïîëíîöâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ ïî åãî áàéåðîâñêîìó øàáëîíó.

Öèôðîâîå èçîáðàæåíèå â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî

v = {vi,j}, i = 0, 1, . . . , Nx, j = 0, 1, . . . , Ny,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íîìåðíóþ äâóìåðíóþ òàáëèöó ðàçìåðà (Nx +
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1)×(Ny+1), ýëåìåíòàì êîòîðîé, íàçûâàåìûì ïèêñåëÿìè, ïðèñâîåíî çíà-

÷åíèå èç íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, â êà÷åñòâå êîòîðîãî

îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë íà îòðåçêå îò 0 äî 255.

Äàííîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ. Â ñëó÷àå öâåòíîãî èçîá-

ðàæåíèÿ çíà÷åíèåì ïèêñåëÿ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð èç òð¼õ çíà÷åíèé, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ öâåòîâûì êîìïîíåíòàì.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå èçîáðàæåíèÿ â âèäå âåùåñòâåí-

íîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè ũ(ihx, jhy) = vi,j, çàäàííîé íà äâóõìåðíîé ðàâíî-

ìåðíîé ñåòêå

Ω̃hx,hy = {(ihx, jhy) : 0 ≤ i ≤ Nx, 0 ≤ j ≤ Ny},

hx > 0, hy > 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò çàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ÿâíîì

âèäå äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî ìåòîäà ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíèé, óäîáíî ïðîèçâåñòè ïðîäîëæåíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè ũ ñ êîíå÷íî-

ìåðíîé ñåòêè Ω̃hx,hy íà áåñêîíå÷íîìåðíóþ

Ωhx,hy = {(ihx, jhy) : i, j ∈ Z},

hx > 0, hy > 0.
(1)

Ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ïèêñåëåé

èçîáðàæåíèÿ ũ äëÿ 0 ≤ i ≤ Nx, 0 ≤ j ≤ Ny, à çíà÷åíèÿ çà ïðåäåëàìè ýòî-

ãî ïðÿìîóãîëüíèêà âû÷èñëÿþòñÿ ïóò¼ì ÷¼òíîãî (ìîæíî òàêæå èñïîëüçî-

âàòü è äðóãèå ñïîñîáû, íàïðèìåð íå÷¼òíîå ïðîäîëæåíèå) ïðîäîëæåíèÿ

îòíîñèòåëüíî åãî ñòîðîí. ×¼òíîå ïðîäîëæåíèå äëÿ èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðà
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(Nx + 1)× (Ny + 1) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ui+2Nxp,j+2Nyq =



ũi,j ïðè 0 ≤ i < Nx, 0 ≤ j < Ny,

ũ2Nx−i,j ïðè Nx ≤ i < 2Nx, 0 ≤ j < Ny,

ũi,2Ny−j ïðè 0 ≤ i < Nx, Ny ≤ j < 2Ny,

ũ2Nx−i,2Ny−j ïðè Nx ≤ i < 2Nx, Ny ≤ j < 2Ny,

(2)

ãäå p, q ∈ Z.
Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ δ-ïðåäñòàâëåíèå äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ â âè-

äå ñóììû äåëüòà-ôóíêöèé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè

ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê íåïðåðûâíîìó áåç èçìåíåíèÿ

ñàìîãî èçîáðàæåíèÿ

û(x, y) =
+∞∑

i,j=−∞
ui,jδ(x− ihx)δ(y − ihy), (3)

ãäå δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ:

+∞∫
−∞

f(t)δ(t− t0)dt = f(t0).

Â äàííîì ó÷åáíîì ïîñîáèè ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàç-

ðåøåíèÿ è ñóïåððàçðåøåíèÿ îäíîêîìïîíåíòíûõ èçîáðàæåíèé. Ýòà çà-

äà÷à ñòàâèòñÿ êàê îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ çàäà÷è ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé. Îíà ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé, äëÿ å¼ ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ

ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà [6]. Òàêæå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ çàäà÷à ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ïîñëå ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ.

Îïèñàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.
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Ãëàâà 1

Îáçîð ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

1.1 Ëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Ïðîñòåéøèì êëàññîì ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ êëàññ

ëèíåéíûõ ìåòîäîâ. Â îáùåì ñëó÷àå ìåòîäû ýòîãî êëàññà îñíîâàíû íà èñ-

ïîëüçîâàíèè íåïðåðûâíîé ñâ¼ðòêè δ-ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ è íåêî-

òîðîãî ÿäðà K(x, y) [7]

f(x0, y0) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

û(x0 − x, y0 − y)K

(
x

hx
,
y

hy

)
dxdy =

=
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

ui,jK

(
x0

hx
− i, y0

hy
− j
)
,

(1.1)

ãäå f(x, y) � èíòåðïîëèðîâàííîå èçîáðàæåíèå. Íà äàííîì ýòàïå íå íà-

êëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé è ðàçìåð èñ-

õîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ÿäðî âèäà K(x, y) =

K(x)K(y). Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü ðàáîòû àë-

ãîðèòìà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîñëåäî-

âàòåëüíóþ îäíîìåðíóþ èíòåðïîëÿöèþ ñíà÷àëà ïî îäíîé îñè, çàòåì ïî
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äðóãîé:

fi(y) =
+∞∑
j=−∞

ui,jK

(
y

hy
− j
)
,

f(x, y) =
+∞∑
i=−∞

fi(y)K

(
x

hx
− i
)
.

(1.2)

Ïðè ýòîì íà ÿäðî K(t) íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Óñëîâèå èíòåðïîëÿöèè

K(0) = 1,

K(n) = 0, n = ±1,±2, . . . .

Ýòî óñëîâèå íóæíî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé èñõîäíîãî è

èíòåðïîëèðîâàííîãî èçîáðàæåíèé

f(ihx, jhy) = ui,j, i, j ∈ Z

â óçëàõ ñåòêè Ωhx,hy .

2. Ôèíèòíîñòü ÿäðà

K(t) = 0, |t| > p > 0.

Òàê êàê âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà èíòåðïîëÿöèè (1.1) ïðî-

ïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå, òî äëÿ äîñòè-

æåíèÿ âûñîêîé ñêîðîñòè èíòåðïîëÿöèè âûáèðàþòñÿ ÿäðà ñ íåáîëüøèì

p.

3. Óñëîâèå íîðìèðîâêè êîýôôèöèåíòîâ

+∞∑
i=−∞

K(t+ i) = 1, 0 ≤ t < 1.

Äàííîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ èçîáðàæåíèÿ, âñå

ïèêñåëè êîòîðîãî èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå ui,j = C, äîëæíà äàâàòü

êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ f(x, y) = C.

Â ðàáîòàõ [8�10] ñîáðàíû âîåäèíî, îáîáùåíû è ïîäðîáíî ðàññìîòðå-
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íû ïðàêòè÷åñêè âñå èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîäû ëèíåéíîé

èíòåðïîëÿöèè.

Ê íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ëèíåéíûì ìåòîäàì ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþ-

ùèå ìåòîäû:

1. Ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà:

K(t) =

1 äëÿ − 1/2 ≤ t < 1/2,

0 èíà÷å.

Ýòî ñàìûé áûñòðûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè. Â ñëó÷àå ðåñàìïëèíãà ñ öå-

ëûì êîýôôèöèåíòîì óâåëè÷åíèÿ îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîå ïîâòîðå-

íèå ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ. Äàííûé ìåòîä îáëàäàåò ñåðü¼çíûì íåäîñòàò-

êîì: ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé, à íà èçîáðàæåíèè

ÿðêî âûðàæåí ýôôåêò ñòóïåí÷àòîñòè.

2. Ìåòîä èíòåðïîëÿöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

K(t) =

1− |t| äëÿ − 1 < t < 1,

0 èíà÷å.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä íàçûâàþò áèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöè-

åé. Ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Àðòåôàêòàìè ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò ñòóïåí÷àòîñòè, íî ìåíåå âûðàæåííûé, ÷åì â ìåòîäå

áëèæàéøåãî ñîñåäà, è íåáîëüøîé ýôôåêò ðàçìûòèÿ.

3. Ìåòîä ñïëàéíîâîé èíòåðïîëÿöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà (áèêóáè÷åñêàÿ

èíòåðïîëÿöèÿ):

K(t) =


(a+ 2)|t|3 − (a+ 3)|t|2 + 1 äëÿ |t| ≤ 1,

a|t|3 − 5a|t|2 + 8a|t| − 4t äëÿ 1 < |t| < 2,

0 èíà÷å.

(1.3)

Ýòîò ìåòîä íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ
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èçîáðàæåíèé èç-çà ìàëîãî çíà÷åíèÿ p (p = 2) è õîðîøåãî áàëàíñà ìåæäó

àðòåôàêòàìè ðàçìûòèÿ, àëèàñèíãà è îêîíòóðèâàíèÿ êðà¼â.

4. ¾Èäåàëüíàÿ¿ èíòåðïîëÿöèÿ, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû

Êîòåëüíèêîâà [3]:

K(t) = sinc t =
sin πt

πt
. (1.4)

Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà ãàðàíòèðóåò âîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãî ñèã-

íàëà ïî äèñêðåòíîìó ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñïåêòðå íåïðåðûâíîãî ñèãíàëå íå

áûëî ÷àñòîò âûøå 1
2 max(hx,hy) . Íà ïðàêòèêå ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà çà-

òðóäíèòåëüíî èç-çà òîãî, ÷òî ÿäðî (1.4) íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì (p =∞),

à ñïåêòð åñòåñòâåííûõ èçîáðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ïðè èí-

òåðïîëÿöèè èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà, íà èçîáðàæåíèè

âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ÿðêî âûðàæåííûé ýôôåêò ëîæíîãî

îêîíòóðèâàíèÿ, ïðè÷èíîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Ãèááñà.

5. Ìåòîä Ëàíöîøà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðèáëèæåíèå èäåàëüíîé

èíòåðïîëÿöèè ôèíèòíûì ÿäðîì:

Kp(t) =

sinc(t) · sinc
(
t
p

)
äëÿ |t| < p,

0 èíà÷å.
(1.5)

Ïàðàìåòð p ∈ N çàäà¼ò ðàçìåð ÿäðà. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò

p = 2 è p = 3.

6. Ìåòîä èíòåðïîëÿöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèëüòðà Ãàóññà:

K(t) =
1

σ
√

2π
e−

t2

2σ2 .

Äàííûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ, òåì

íå ìåíåå, îí îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâîäíûõ ëþáûõ ïîðÿäêîâ â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ íà èçîáðàæåíèè.

ßäðî ôèëüòðà íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì, òåì íå ìåíåå, îíî áûñòðî óáûâà-

åò ïðè ðîñòå t, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïðèíèìàþò K(t) = 0 ïðè
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|t| > tσ, ãäå çíà÷åíèå tσ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îøèáêà íå

ïðåâûøàëà çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè tσ = 3σ çíà÷åíèå

îøèáêè ñóùåñòâåííî íèæå ðàçíèöû ìåæäó îòîáðàæàåìûìè ãðàäàöèÿ-

ìè èíòåíñèâíîñòè ñîâðåìåííûõ ìîíèòîðîâ, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àùå

âñåãî èñïîëüçóþò èìåííî ýòî çíà÷åíèå. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ

ñâ¼ðòêè ñ ôèëüòðîì Ãàóññà èñïîëüçóåòñÿ åãî ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ

ðåêóððåíòíûõ ôèëüòðîâ [11].

Ñðåäè êëàññà ëèíåéíûõ ìåòîäîâ íåâîçìîæíî âûáðàòü íàèëó÷øèé ìå-

òîä. Ëþáîé ëèíåéíûé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàëàíñ ìåæäó òðåìÿ

òèïàìè àðòåôàêòîâ: ðàçìûòèÿ, àëèàñèíãà è ýôôåêòà Ãèááñà (ñì. âî ââå-

äåíèè, ðèñ. 1). Ïîäàâëåíèå îäíîãî èç àðòåôàêòîâ ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ

äðóãèõ àðòåôàêòîâ.

1.2 Íåëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Äîáèòüñÿ áîëåå êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåëèíåé-

íûõ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ óñðåäíåíèÿ K(x, y) çàäà¼òñÿ îòäåëüíî

äëÿ êàæäîãî èíòåðïîëèðóåìîãî ïèêñåëÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò

çíà÷åíèé ïèêñåëåé èíòåðïîëèðóåìîãî èçîáðàæåíèÿ.

Ïðèìåðîì íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ ãðàäèåíòíûõ ìåòî-

äîâ [12, 13]. Â îñíîâå ãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìîâ ëåæèò òîò ôàêò, ÷òî èí-

òåðïîëÿöèÿ âäîëü êðà¼â (êîíòóðîâ) äåòàëåé èçîáðàæåíèÿ äà¼ò ëó÷øèå

ðåçóëüòàòû, ÷åì îáû÷íàÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Â öåëîì ðåçóëüòàò,

ïîëó÷àåìûé ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè, ïîëó÷àåòñÿ áëèçîê ê ðåçóëüòàòó

áèêóáè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè, íî ýôôåêò àëèàñèíãà îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè-

÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîäàâëåí. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè òàêîé èíòåð-

ïîëÿöèè îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè Ãàóññà ñ ïåðåìåííûìè ðà-

äèóñàìè ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì:

K(x′, y′, x0, y0) =
1

2πσxσy
e
− x′2

2σ2x
− y′2

2σ2y .
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направление
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K
(x

, y
)

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð ÿäðà K(x, y) â òî÷êå êîíòóðà ïðè èíòåðïîëÿöèè ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ

ìåòîäîâ.

Çäåñü ÿäðî K(x′, y′, x0, y0) çàäàíî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ox′y′ c öåíòðîì â èíòåðïîëèðóåìîì ïèêñåëå O = (x0, y0) è îñüþ Ox′, ñîâ-

ïàäàþùóþ ñ íàïðàâëåíèåì ãðàäèåíòà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ â (x0, y0).

Ðàäèóñ σy ôèêñèðîâàí, à ðàäèóñ σx âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ìîäó-

ëÿ ãðàäèåíòà èçîáðàæåíèÿ: ÷åì áîëüøå ìîäóëü ãðàäèåíòà, òåì ìåíüøå

çíà÷åíèå σx. Ïðèìåð ÿäðà ïðè èíòåðïîëÿöèè â òî÷êå ãðàíèöû ïðèâåä¼í

íà ðèñ. 1.1.

Åù¼ îäèí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòà � ýòî

ìåòîä WADI (Warped Distance) [14]. Â í¼ì çíà÷åíèå èíòåðïîëèðóåìîãî

ïèêñåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó çíà÷åíèé ÷åòûð¼õ áëè-

æàéøèõ ïèêñåëåé, ïðè÷¼ì âåñà âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ

äî ýòèõ ïèêñåëåé è ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé â ýòèõ ïèêñåëÿõ. ×åì áîëüøå

ïðîèçâîäíàÿ, òåì ìåíüøå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Àëãîðèòì NEDI (New Edge-Directed Interpolation) óâåëè÷èâàåò èçîá-

ðàæåíèå â 2 ðàçà, èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñàìîïîäîáèè ôðàãìåíòîâ

èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ôðàãìåíòîâ

èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ [15, 16]. Çíà÷åíèÿ èíòåðïîëèðóåìûõ

ïèêñåëåé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó ÷åòûð¼õ ñîñåäíèõ ïèê-

ñåëåé, ïðè ýòîì âåñà âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñõîäíîå èçîá-

ðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî ñ òåìè æå âåñàìè ïóò¼ì óâåëè÷åíèÿ óìåíüøåí-
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íîãî â 2 ðàçà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. NEDI õîðîøî ñïðàâëÿåòñÿ ñ êîí-

òóðàìè îáúåêòîâ (âèçóàëüíî ëó÷øå, ÷åì ãðàäèåíòíûå ìåòîäû), íî ïëîõî

îáðàáàòûâàåò ó÷àñòêè èçîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèå î ñà-

ìîïîäîáèè íåâåðíî.

Ê ìåòîäó NEDI áëèçîê êëàññ ôðàêòàëüíûõ àëãîðèòìîâ, â îñíîâå êîòî-

ðûõ ëåæèò ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ öåëûõ áëîêîâ èçîáðàæåíèÿ. Ïðèíöèï

ðàáîòû àëãîðèòìîâ ôðàêòàëüíîãî ðåñàìïëèíãà àíàëîãè÷åí àëãîðèòìàì

ôðàêòàëüíîãî ñæàòèÿ è îñíîâàí íà ìåòîäàõ ôðàêòàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ.

Ðàçëè÷íûå ìåòîäû ôðàêòàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå èñïîëüçóþ-

ùèå èòåðàöèè ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (Iterated Function System, IFS),

ðàññìàòðèâàþòñÿ â ñòàòüÿõ [17�20].

Øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷ó ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé êàê îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

Az = u, (1.6)

ãäå u � èñõîäíîå èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ, z � èñêîìîå èçîá-

ðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, A � îïåðàòîð ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå: ïîñòðîèòü òàêîå èçîáðà-

æåíèå âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, êîòîðîå ïîñëå óìåíüøåíèÿ äàñò èçâåñòíîå

èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ.

Ýòà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ êàê îáðàòíîé çàäà÷è

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ åå ðåøåíèÿ ìåòîäû òåîðèè ðåøåíèÿ îáðàò-

íûõ çàäà÷. Ýòà òåîðèÿ áûëà ñîçäàíà À.Í.Òèõîíîâûì [6] è îðèåíòèðîâàíà,

â ïåðâóþ î÷åðåäü, íà ðåøåíèå íåêîððåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêè. Îäíàêî, çà ïîñëåäíåå âðåìÿ, ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ

îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ñîçäàííûé ìàòåìàòè÷å-

ñêèé àïïàðàò äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøå-

íèè îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì è â îáëàñòè îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (1.6), ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-
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íî ïîñòàâëåííîé. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû, îñ-

íîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èçîáðàæåíèè:

1. Ðåãóëÿðèçèðèçóþùèå ìåòîäû [21]. Â îáùåì ñëó÷àå çàäàþòñÿ äâà

ôóíêöèîíàëà: ôóíêöèîíàë ñîîòâåòñòâèÿ èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðå-

øåíèÿ èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ Id(z, u), íàïðèìåð, íåâÿçêà

Id(z, u) = ‖Az − u‖2
2

è ôóíêöèîíàë ñîîòâåòñòâèÿ èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ àïðèîð-

íîé èíôîðìàöèè Is(z) � ñòàáèëèçàòîð [22]. Äëÿ íàõîæäåíèÿ èçîáðàæå-

íèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ðåãóëÿðèçèðóþùå-

ãî ôóíêöèîíàëà

zλ = arg min
z

(Id(z, u) + λIs(z)) ,

ãäå ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè λ êîíòðîëèðóåò áàëàíñ ìåæäó ñîîòâåòñòâè-

åì èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ è àïðèîðíîé èíôîðìàöèè.

Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû [23�25]

zC = arg min
z∈MC

Id(z, u), MC = {z|Is(z) ≤ C}

è

zσ = arg min
z∈Mσ

Is(z), Mσ = {z|Id(z, u) ≤ σ}.

2. Ìåòîä îáðàòíîé ïðîåêöèè îøèáêè [26,27], çàêëþ÷àþùèéñÿ â èòåðà-

öèîííîé ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ‖Az − u‖:

zk+1 = zk + U(Azk − u),

ãäå U � îïåðàòîð ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé. Íåäîñòàòêîì ìå-

òîäà ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè.

Ðåçóëüòàò çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ z0 è îïåðàòîðà

U . Òåì íå ìåíåå, äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-

íèÿõ, òàê êàê ÷àñòî ïîçâîëÿåò çà ìàëîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïîëó÷èòü
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ðåçóëüòàò ñ õîðîøèì âèçóàëüíûì êà÷åñòâîì.

3. Ìåòîä ïðîåêöèè íà âûïóêëûå ìíîæåñòâà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðî-

åêòèðîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ z0 íà ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé M , ãäå M �

âûïóêëûé êîìïàêò [28,29]:

zR = prMz0 = arg min
z∈M
‖z − z0‖2

2.
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Ãëàâà 2

Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

2.1 Ìîäåëü ïîëó÷åíèÿ öèôðîâûõ èçîáðàæåíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîëó÷åíèÿ èçîá-

ðàæåíèé â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî, èñïîëüçóåìàÿ â áîëüøèíñòâå ìåòîäîâ ïî-

âûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ çàäà÷ó ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé êàê îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ çàäà÷è ïîíèæåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.

снимаемый

объект
непрерывное

изображение

дискретное

изображение

Ðèñ. 2.1: Ìîäåëü ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ öèôðîâîé êàìåðû.

Â öèôðîâîé êàìåðå èçîáðàæåíèå ïðîåöèðóåòñÿ íà ìàòðèöó, ñîñòîÿ-

ùóþ èç ñâåòî÷óâñòâèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ (ñåíñîðîâ), êàæäûé èç êîòîðûõ

ñîîòâåòñòâóåò ïèêñåëþ íà èçîáðàæåíèè. Çíà÷åíèå ïèêñåëÿ ui,j ðàâíî ñóì-



21

ìàðíîé èíòåíñèâíîñòè íåïðåðûâíîãî ñâåòîâîãî ïîòîêà

f(x, y) ∈ F = L(R2),

ïîïàâøåãî íà ñåíñîð:

ui,j =

∫
x,y

f(x, y)Ki,j(x− xi, y − yi)dxdy, (2.1)

ãäå (xi, yi) � êîîðäèíàòû öåíòðà ïèêñåëÿ, Ki,j(x, y) � ôóíêöèÿ óñðåä-

íåíèÿ â êîîðäèíàòàõ îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïèêñåëÿ, íàçûâàåìàÿ òàêæå

point spread function (PSF), èëè ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè, L(R2)

� áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà R2 ñ

íåêîòîðîé íîðìîé ‖ · ‖F .
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñåíñîðû îäèíàêîâî óñðåäíÿþò ñâåòîâîé ïîòîê

Ki,j(x, y) = K(x, y) è ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ðàâíîìåðíîé ñåòêè Ωhx,hy (1).

Äîïîëíèòåëüíî íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå öåíòðàëüíîé ñèììåòðè÷íîñòè íà

K(x, y). Ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò áîëüøèíñòâî ñîâðåìåííûõ êàìåð.

Ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ ìîäåëü (2.1) ïðèíèìàåò âèä:

ui,j = [f ∗K](xi, yj), (2.2)

ãäå f ∗K � îïåðàöèÿ ñâ¼ðòêè

[f(x, y) ∗K(x, y)](x0, y0) =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)K(x0 − x, y0 − y)dxdy.

Äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ñåíñîðîâ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè ïðèíè-

ìàåò âèä

K(x, y) =

1 ïðè− hx
2 ≤ x < hx

2 ,−
hy
2 ≤ y <

hy
2 ,

0 èíà÷å.
(2.3)

Õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè ÿâëÿåòñÿ äâóõ-
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ìåðíàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà

K(x, y) = Gσx,σy(x, y) =
1

2πσxσy
exp

(
− x2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

)
,

ãäå ðàäèóñû σx è σy (êâàäðàòíûå êîðíè äèñïåðñèé σ2
x, σ

2
y) âûáèðàþòñÿ

èñõîäÿ èç ðàçìåðîâ ñåíñîðîâ hx è hy.

Äëÿ ñåíñîðîâ ñ îäèíàêîâûìè ðàçìåðàìè ïî âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè

h = hx = hy èñïîëüçóþòñÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ ðàäèóñîâ σ = σx = σy,

è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Gσ(x, y) =
1

2πσ2
exp

(
−x

2 + y2

2σ2

)
. (2.4)

Çíà÷åíèå ðàäèóñà σ áåð¼òñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçìåðó ñåíñîðîâ σ =

σ0h. Ïàðàìåòð σ0 îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòðóêöèåé êàìåðû, îáû÷íî èñïîëüçó-

þòñÿ çíà÷åíèÿ σ0 èç èíòåðâàëà [0.4, 0.5].

Ïðè îáðàáîòêå ðåàëüíûõ èçîáðàæåíèé â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå

ñëó÷àåâ íåò èíôîðìàöèè î êàìåðå, ïîýòîìó èñïîëüçóþòñÿ óíèâåðñàëü-

íûå ïàðàìåòðû, õîðîøî ïðèáëèæàþùèå ïàðàìåòðû êàìåðû. Ïðè ýòîì

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàìåðû èìåþò êâàäðàòíûå ñåíñîðû hx = hy = h, à

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè îïèñûâàåòñÿ â âèäå (2.4). Ïîñòðîåíèå ìå-

òîäîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ïðîèçâîäèòñÿ èñõîäÿ èç ýòèõ

ïàðàìåòðîâ.

2.2 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðåñàìïëèíãà èçîáðàæåíèé

Îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî `(Ωh) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ

ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà áåñêîíå÷íîìåðíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå ñ

øàãîì h

Ωh = {(xi, yj) : xi = ih, yj = jh, i, j ∈ Z}

ñ íîðìîé ‖ · ‖`(Ωh).
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Ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî èçîáðàæåíèÿ

Ñîãëàñíî ââåä¼ííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (2.2),

çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíîãî èçîáðàæåíèÿ f ∈ L(R2) ïî èçîáðàæå-

íèþ u ∈ `(Ωh) ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå

ui,j = [f ∗Gσ0h](xi, yj) = [DhHσ0hf ]i,j,

ãäå Hσ0h � îïåðàòîð ñâ¼ðòêè ñ ôóíêöèåé Ãàóññà Gσ0h,

Dh : L(R2)→ `(Ωh)

� îïåðàòîð äèñêðåòèçàöèè:

[Dhf ]i,j = f(ih, jh).

Òàêèì îáðàçîì, â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé ñòàâèòñÿ â âèäå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ

äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ ñ êàìåðû:

Ahf = DhHσ0hf = u, f ∈ L(R2), u ∈ `(Ωh). (2.5)

Ðåñàìïëèíã èçîáðàæåíèé

Â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ íå ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî èçîáðàæåíèÿ

f , à ïåðåõîä íà ñåòêó ñ ìåíüøèì øàãîì � ðåñàìïëèíã èçîáðàæåíèé.

Çàäà÷à ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ñòàâèòñÿ â ñëåäóþùåì

âèäå: ïî èìåþùåìóñÿ èçîáðàæåíèþ z ∈ `(Ωh/s), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ

êàìåðû ñ ðàçìåðîì ñåíñîðîâ h/s, ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå

u ∈ `(Ωh) äëÿ êàìåðû ñ ðàçìåðîì ñåíñîðîâ h, ãäå s � êîýôôèöèåíò

ìàñøòàáèðîâàíèÿ, s > 1.
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Ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (2.2):

zi,j = [f ∗Gσ0h/s]
(
ih
s ,

jh
s

)
,

ui,j = [f ∗Gσ0h](ih, jh).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî Ga ∗ Gb = G√a2+b2, âòîðàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü

çàïèñàíà â âèäå

ui,j = [f ∗Gσ0h/s ∗Gσ0h
√

1−1/s2
]
(
ih
s ,

jh
s

)
. (2.6)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ui,j íåîáõîäèìî èìåòü íåïðåðûâíîå èçîáðàæåíèå

f ∗Gσ0h/s, íî èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî äèñêðåòíîå èçîáðàæåíèå zi,j. Â

ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ δ-ïðåäñòàâëåíèå ẑ (3) âìåñòî f ∗Gσ0h/s â (2.6)

â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàöèè:

ui,j = [ẑ ∗G
σ0h
√

1−1/s2
]
(
ih
s ,

jh
s

)
.

Ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ ëèøü çàâèñèìîñòü îò s:

ui0,j0 =

∑
i,j∈Z

zi,jGσ0h
√

1−1/s2
(i0h− ih

s , j0h− jh
s )∑

i,j∈Z
G
σ0h
√

1−1/s2
(i0h− ih

s , j0h− jh
s )

=

=

∑
i,j∈Z

zi,jGσ0
√

1−1/s2
(i0 − i

s , j0 − j
s)∑

i,j∈Z
Gσ0

√
s2−1(i0s− i, j0s− j)

=

=

∑
i,j∈Z

zi,jGσ0
√
s2−1(si0 − i, sj0 − j)∑

i,j∈Z
Gσ0

√
s2−1(si0 − i, sj0 − j)

.

Åñëè êîýôôèöèåíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ s öåëûé, òî âñå óçëû ãðóáîé ñåò-

êè Ωh ÿâëÿþòñÿ óçëàìè èñõîäíîé ñåòêè Ωh/s. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæ-
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äåíèÿ u äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñâ¼ðòêó:

ui0,j0 =
∑
i,j∈Z

zi,jGσ0
√
s2−1(i0s− i, j0s− j) =

= [z ∗Gσ0
√
s2−1]i0s,j0s = [Hσ0

√
s2−1z]i0s,j0s.

Åñëè êîýôôèöèåíò s íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì, òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé

ïèêñåëåé â óçëàõ ñåòêè Ωh èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè, íàïðè-

ìåð, áèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â s ðàç

ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:

u = Asz = DsHσ0
√
s2−1z, (2.7)

ãäå Ds � ýòî îïåðàòîð ïåðåõîäà íà ñåòêó ñ s ðàç áîëüøèì øàãîì, äåé-

ñòâóþùèé èç ïðîñòðàíñòâà `(Ωh/s) â ïðîñòðàíñòâî `(Ωh):

[Dsz]i,j = zsi,sj.

Îïåðàòîð As ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.

Çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ñòàâèòñÿ â âèäå îáðàòíîé

çàäà÷è äëÿ çàäà÷è ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ:

Asz = u, u ∈ `(Ωh), z ∈ `(Ωh/s). (2.8)

2.3 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ

Ñóïåððàçðåøåíèå � ýòî ïîñòðîåíèå èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ

ïî íåñêîëüêèì ñëàáî îòëè÷àþùèìñÿ èçîáðàæåíèÿì îáúåêòà. Îñíîâíàÿ

èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ñóáïèêñåëüíûõ ñäâèãîâ ñíèìàåìîãî

îáúåêòà äëÿ êîìáèíàöèè èíôîðìàöèè ñ íåñêîëüêèõ èçîáðàæåíèé íèçêî-

ãî ðàçðåøåíèÿ. Ïîÿñíèì äàííóþ çàäà÷ó íà ïðèìåðå, ïðåäñòàâëåííîì íà

ðèñ. 2.2.

Ïóñòü êâàäðàòíûå ñåíñîðû êàìåðû íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ñ ðàçìåðîì
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Ðèñ. 2.2: Èëëþñòðàöèÿ äëÿ çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ: âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèÿ ñ âäâîå

áîëüøèì ðàçðåøåíèÿì ïî ÷åòûð¼ì èçîáðàæåíèÿì íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ.

2h èìåþò ïðÿìîóãîëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷êè (2.3), à èçîá-

ðàæåíèå áûëî ñíÿòî 4 ðàçà: ïåðâûé ðàç (u1) áåç ñäâèãà, âòîðîé (u2) � ñî

ñäâèãîì íà h ïî ãîðèçîíòàëè, òðåòèé (u3) � ñî ñäâèãîì íà h ïî âåðòè-

êàëè, ÷åòâ¼ðòûé (u4) � ñî ñäâèãîì íà h ïî ãîðèçîíòàëè è ïî âåðòèêàëè.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü èçîáðàæåíèå z áåç ñäâèãà ñ âäâîå áîëüøèì ðàçðå-

øåíèåì.

Çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé ïåðâîãî èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ìîæíî

âûðàçèòü ÷åðåç ïèêñåëè z:

u1
i,j =

1

4
(z2i,2j + z2i+1,2j + z2i,2j+1 + z2i+1,2j+1),

Äëÿ âòîðîãî èçîáðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

u2
i,j =

1

4
(z2i+1,2j + z2i+2,2j + z2i+1,2j+1 + z2i+2,2j+1).

Àíàëîãè÷íî âûïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïèêñåëåé òðåòüåãî è ÷åò-
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â¼ðòîãî èçîáðàæåíèé. Îáúåäèíÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì:

1

4
(zi,j + zi+1,j + zi,j+1 + zi+1,j+1) = vi,j,

ãäå
v2i,2j = u1

i,j,

v2i+1,2j = u2
i,j,

v2i,2j+1 = u3
i,j,

v2i+1,2j+1 = u4
i,j.

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à ñâåëàñü ê çàäà÷å îáðàùåíèÿ

ñâ¼ðòêè èçîáðàæåíèÿ z ñ ïðÿìîóãîëüíûì ôèëüòðîì 2× 2.

Ïðèâåä¼ì îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùóþ

îïèñàííóþ âûøå ìîäåëü ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Ïóñòü f ∈ L(R2) � èñõîäíîå íåïðåðûâíîå èçîáðàæåíèå. Ñ òå÷åíèåì

âðåìåíè îáúåêòû íà èçîáðàæåíèè ñìåùàþòñÿ, ïîýòîìó êàìåðà ïîëó÷àåò

íà âõîä èçîáðàæåíèÿ

fk ∈ L(R2), k = 1, 2, . . . , K,

ïîëó÷åííûå èç f â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðîâ äâèæåíèÿ Tk. Îïå-

ðàòîð äâèæåíèÿ

Tk = (T kx , T
k
y )

îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè T kx (x, y) è T ky (x, y), çàäàþùèìè ñîîòâåò-

ñòâèå ìåæäó êîîðäèíàòàìè (x, y) íà k-ì èçîáðàæåíèè è êîîðäèíàòàìè

(x+ T kx (x, y), y + T ky (x, y)) íà èñõîäíîì èçîáðàæåíèè:

[Tkf ](x, y) = f(x+ T kx (x, y), y + T ky (x, y)). (2.9)

Íà âûõîäå êàìåðû ïîëó÷àþòñÿ èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

uk ∈ `(Ωh), k = 1, 2, . . . , K,
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ïðè÷¼ì

uk = DhHσ0hTkf. (2.10)

Òàêèì îáðàçîì, â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå çàäà÷à ñóïåððàçðåøåíèÿ èçîá-

ðàæåíèé ñòàâèòñÿ â âèäå îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ äèñ-

êðåòíûõ èçîáðàæåíèé ñ êàìåðû, ïðåäñòàâëåííûõ ñèñòåìîé óðàâíåíèé:

Ak
hf = DhHσ0hTkf = uk, k = 1, 2, . . . , K,

f ∈ L(R2), uk ∈ `(Ωh),
(2.11)

ãäå îïåðàòîðû Dh è Hσ0h � ýòî ââåä¼ííûå ðàíåå äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé îïåðàòîð äèñêðåòèçàöèè è îïåðàòîð ñâ¼ðòêè ñ

ôèëüòðîì Ãàóññà.

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü

uk ∈ `(Ωh), k = 1, 2, . . . , K

� èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ êàìåðû ñ

ðàçìåðîì ñåíñîðîâ h, z ∈ `(Ωh/s) � ðåêîíñòðóèðóåìîå èçîáðàæåíèå âû-

ñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ êàìåðû ñ ðàçìåðîì ñåíñîðîâ

h/s, s � êîýôôèöèåíò ìàñøòàáèðîâàíèÿ, s > 1.

Ñîãëàñíî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (2.2):

zi,j = [f ∗Gσ0h/s](ih/s, jh/s)

uki,j = [(Tkf) ∗Gσ0h](ih, jh), k = 1, 2, . . . , K.

Ïóò¼ì çàìåíû âòîðîé ôîðìóëû íà ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå:

uki,j = [(Tk(f ∗Gσ0h/s)) ∗Gσ0h
√

1−1/s2
](ih, jh), k = 1, 2, . . . , K.

è èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì äëÿ çàäà÷è ðåñàì-

ïëèíãà èçîáðàæåíèé, ïîëó÷àåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ â

äèñêðåòíîì ñëó÷àå â âèäå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé îò-
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íîñèòåëüíî z:

Ak
sz = DsHσ0

√
s2−1Tkz = uk, k = 1, 2, . . . , K, (2.12)

ãäå îïåðàòîðû Ds è Hσ0
√
s2−1 � ýòî ââåä¼ííûå ðàíåå äëÿ çàäà÷è ðåñàì-

ïëèíãà îïåðàòîð ïåðåõîäà íà ñåòêó ñ s ðàç áîëüøèì øàãîì è îïåðàòîð

äèñêðåòíîé ñâ¼ðòêè ñ ôèëüòðîì Ãàóññà. Ïðè ïðèìåíåíèè îïåðàòîðà Tk ê

èçîáðàæåíèþ z, çàäàííîìó íà äèñêðåòíîé ñåòêå, èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû

èíòåðïîëÿöèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ, íàïðè-

ìåð, áèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ.
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Ãëàâà 3

Ïîñòðîåíèå è àíàëèç

ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ

çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé è ñóïåððàçðåøåíèÿ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â

íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå (2.5) òðåáóåòñÿ ïîñòðîåíèå îáðàòíîãî îïåðàòîðà

äëÿ îïåðàòîðà Ah = DhHσ0h. Îáðàòíûé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà ñâ¼ðò-

êè ñ ôèëüòðîì Ãàóññà Hσ0h ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, ïîýòîìó ðåøåíèå

îáðàòíîé çàäà÷è (2.5) ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Â äèñêðåòíîé ïîñòàíîâ-

êå (2.8) çàäà÷à îáðàùåíèÿ ñâ¼ðòêè ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé.

Ïîìèìî íåóñòîé÷èâîñòè, îòñóòñòâóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ, òàê êàê

îïåðàòîðû Dh, Ds ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè ñ

detDh = 0, detDs = 0.

Ïî èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü íåñêîëüêî èçîá-

ðàæåíèé âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, ïðè÷¼ì âñå ýòè âàðèàíòû áóäóò äîïóñòè-

ìûìè (ñì. ðèñ.3.1). Â ñâÿçè ñ ýòèì íå òðåáóåòñÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, îäíàêî òðåáóåòñÿ êîìïàêò-

íîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé.

Âûøåîïèñàííîå âåðíî è äëÿ çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ (2.11, 2.12). Íî
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Ðèñ. 3.1: Ïðèìåð íåîäíîçíà÷íîé èíòåðïîëÿöèè ñòóïåí÷àòîãî êîíòóðà íà èçîáðàæåíèè.

â îòëè÷èå îò çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, âñåãäà èìåþ-

ùåé ðåøåíèå, ðåøåíèå çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ ìîæåò îòñóòñòâîâàòü â

ñëó÷àå, åñëè ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.11), (2.12) ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñóïåð-

ðàçðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûìè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñóïåððàçðåøåíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèå àëãîðèòìû, áàçèðóþùèåñÿ íà ìåòîäå

ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [6]. Ýòîò ìåòîä áûë ñîçäàí â 60-õ ãîäàõ

ÕÕ ñòîëåòèÿ êàê ìåòîä ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçè-

êè, íî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ êðàéíå àêòóàëüíûì è âîñòðåáîâàííûì

è ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

3.1 Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñóïåððàçðåøåíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ

äëÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

Af = u (3.1)
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îòíîñèòåëüíî f , ãäå f ∈ F, u ∈ U . F è U � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ñ

íîðìàìè ‖ · ‖F è ‖ · ‖U ñîîòâåòñòâåííî è ìåòðèêàìè

ρF (f1, f2) = ‖f1 − f2‖F ,

ρU(u1, u2) = ‖u1 − u2‖U ,

A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé F íà U .

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ:

u0 � òî÷íîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1);

uδ � ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3.1), ïðè÷¼ì

ρU(u0, uδ) ≤ δ;

A−1u = {f ∈ F : Af = u} � ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äëÿ

ïðàâîé ÷àñòè u;

A−1u0 � ìíîæåñòâî òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè u = u0;

A−1uδ � ìíîæåñòâî ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïðè u = uδ.

Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷à (3.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-

âîé [6], åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè u0 è uδ òàêèõ, ÷òî ρU(uδ, u0) ≤ δ

âûïîëíÿåòñÿ

ρF (A−1uδ, A
−1u0) < ε.

Äëÿ ñëó÷àÿ íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ áåòà-

ðàññòîÿíèÿ è áåòà-ñõîäèìîñòè äëÿ îöåíêè îòêëîíåíèÿ ìíîæåñòâà ðå-

øåíèé A−1uδ äëÿ ïðèáëèæ¼ííîé ïðàâîé ÷àñòè îò ìíîæåñòâà òî÷íûõ ðå-

øåíèé A−1u0 [30].

Îïðåäåëåíèå 1. Áåòà-ðàññòîÿíèåì ìåæäó ìíîæåñòâàìèM1 èM2 â

ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

β(M1,M2) = sup
x∈M1

ρ(x,M2),

ãäå

ρ(x,M) = inf
y∈M

ρ(x, y).
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Îïðåäåëåíèå 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ {Mn} â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ áåòà-ñõîäÿùåéñÿ ê M ïðè n→∞, åñëè

lim
n→∞

β(Mn,M) = 0,

ãäå

β(Mn,M) = sup
xn∈Mn

ρ(xn,M) = sup
xn∈Mn

(
inf
x∈M

ρ(xn, x)

)
.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} áåòà-ñõîäèòñÿ ê íåêîòî-
ðîìó ìíîæåñòâó M , òî îíà ÿâëÿåòñÿ áåòà-ñõîäÿùåéñÿ ê ëþáîìó ìíîæå-

ñòâó M ′, ñîäåðæàùåìó M .

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ìíîæåñòâà Mn ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè

êîìïàêòà M0 â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, à ìíîæåñòâî MP � ìíîæåñòâî

âñåõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê âñåâîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {xn}, ñîñòàâ-
ëåííûõ èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ Mn: xn ∈Mn. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Mn} ÿâëÿåòñÿ áåòà-ñõîäÿùåéñÿ ê MP .

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Mn} íå ÿâëÿåòñÿ áåòà-ñõîäÿùåéñÿ êMP . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn},
ãäå

yn = sup
xn∈Mn

ρ(xn,MP )

íå ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè n→∞, à çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ε > 0, äëÿ êîòîðîãî

ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ynk} òàêóþ, ÷òî

ynk = sup
xnk∈Mnk

ρ(xnk,MP ) > ε.

Â êàæäîì èç ìíîæåñòâ Mnk âîçüì¼ì ýëåìåíò x′nk ∈Mnk òàêîé, ÷òî

ρ(x′nk,MP ) ≥ ε.

Òàê êàê M0 � êîìïàêò, òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {x′nk} ìîæíî âûäå-
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ëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′nkm} → x̃, ïðè÷¼ì

lim
m→∞

ρ(x′nkm ,MP ) = ρ(x̃,MP ) ≥ ε,

à çíà÷èò, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà x̃ íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó MP . Íî ïî

óñëîâèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {x′nkm} ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòàâëåííîé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâMn,

è âñå å¼ ïðåäåëüíûå òî÷êè, âêëþ÷àÿ x̃, ïðèíàäëåæàò MP . Ïîëó÷åííîå

ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn} ÿâëÿåòñÿ áåòà-

ñõîäÿùåéñÿ ê MP . Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Â òåðìèíàõ áåòà-ñõîäèìîñòè çàäà÷à (3.1) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâ-

ëåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî u0 èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïðàâîé

÷àñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé A−1u0 íåïóñòî è óñòîé÷èâî ê ìàëûì èçìåíå-

íèÿì ïðàâîé ÷àñòè, òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå,

÷òî

β(A−1uδ, A
−1u0) = sup

f∈A−1uδ
ρF (f, A−1u0) < δ

äëÿ ëþáûõ uδ òàêèõ, ÷òî ρU(u0, uδ) ≤ ε.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âìåñòî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïðàâîé ÷àñòè u = u0 óðàâ-

íåíèÿ (3.1) èçâåñòíî åãî ïðèáëèæ¼ííîå çíà÷åíèå uδ. Ìíîæåñòâî òî÷íûõ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (3.1) íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê ìàëûì èçìåíåíèÿì

u, ïîýòîìó íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü ìíîæåñòâî A−1uδ â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼í-

íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1). Àëüòåðíàòèâîé ýòîìó ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ðàññìîòðåíèè

çàäà÷è, áëèçêîé ê (3.1), ðåøåíèå êîòîðîé îáëàäàåò óñòîé÷èâîñòüþ è áåòà-

ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.1) ïðè δ → 0.

Çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ äëÿ (3.1) ìîæíî ïîñòà-

âèòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ [24], ãäå Ψ[f ] � ñòàáèëèçàòîð, îïè-

ñàííûé íèæå:

I. Íàõîæäåíèå inf (‖Af − uδ‖U + λΨ[f ]) , λ > 0.

II. Íàõîæäåíèå inf Ψ[f ] äëÿ ‖Af − uδ‖U ≤ δ, δ > 0.
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III. Íàõîæäåíèå inf ‖Af − uδ‖U äëÿ Ψ[f ] ≤ C, C > 0.

Òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà:

Ià. Íàõîæäåíèå inf
(
‖Af − uδ‖2

U + λΨ[f ]
)
, λ > 0.

Äëÿ çàäà÷è (3.1) ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ìåòîäà â

ïîñòàíîâêå II, à çàòåì ïðèìåíèì òåîðåìû ýêâèâàëåíòíîñòè äëÿ ïåðåõîäà

ê ïîñòàíîâêàì I, Ià è III.

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ñ íååäèíñòâåííûì ðåøåíèåì èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿ-

òèå ðåãóëÿðèçèðóþùåãî îïåðàòîðà

fδ = R(uδ, δ), uδ ∈ U, fδ ⊂ F,

êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ1 > 0, ÷òî îïåðàòîð R(uδ, δ) îïðåä¼ëåí äëÿ

âñÿêîãî δ, 0 ≤ δ ≤ δ1 è ëþáîãî uδ ∈ U òàêîãî, ÷òî

ρU(uδ, u0) ≤ δ;

2) äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ0 = δ0(ε, uδ) ≤ δ1 òàêîå, ÷òî èç

íåðàâåíñòâà

ρU(uδ, u0) ≤ δ ≤ δ0

ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

β(fδ, A
−1u0) = sup

f∈fδ
ρF (f, A−1u0) ≤ ε.

Èñïîëüçóåì ïîíÿòèå ñòàáèëèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà, èëè ñòàáèëè-

çàòîðà � íåîòðèöàòåëüíîãî ôóíêöèîíàëà Ψ[f ], îïðåäåë¼ííîãî íà âñþäó

ïëîòíîì â F ïîäìíîæåñòâå F1 ìíîæåñòâà F è óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëî-

âèÿì:

1) ýëåìåíòû f ∈ A−1u0 ïðèíàäëåæàò åãî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;

2) äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà d > 0 ìíîæåñòâî F1,d = {f ∈ F1 : Ψ[f ] ≤ d}
êîìïàêòíî â F .

Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë R̃(uδ, δ). Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî uδ ñóùåñòâóåò
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íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ f̃δ, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò Ψ[f ] íà ìíî-

æåñòâå

Qδ = {f : f ∈ F1, ρU(Af, uδ) ≤ δ}.

Ìíîæåñòâî fδ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðèìåíåíèå ê ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (3.1) íåêîòîðîãî îïåðàòîðà R̃, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà δ, ò.å.

f̃δ = R̃(uδ, δ) = arg min
f∈Qδ

Ψ[f ] = {f ∈ Qδ : Ψ[f ] = min
f ′∈Qδ

Ψ[f ′]}. (3.2)

Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì êîìïàêòíîãî â F ìíîæåñòâà

F1,d ïðè d = min
f∈Qδ

Ψ[f ].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òàêîå ìíîæåñòâî ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ δ ≥ 0 è

uδ ∈ U . Òîãäà ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 1. R̃(uδ, δ) (3.2) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì îïåðàòîðîì

äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé

òåîðåìû èç [6] ñî ñëåäóþùèìè îòëè÷èÿìè:

1) Âìåñòî ñõîäèìîñòè R̃(uδ, δ) ê åäèíñòâåííîìó òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâ-

íåíèÿ Az = u0 ïðè δ → 0 ïðîèñõîäèò β-ñõîäèìîñòü ê ìíîæåñòâó òî÷íûõ

ðåøåíèé A−1u0.

2) Ìíîæåñòâà çíà÷åíèé R̃(uδ, δ) ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè êîìïàêò-

íîãî â F ìíîæåñòâà

F1,0 = {f ∈ F1 : Ψ[f ] ≤ min
f0∈A−1u0

Ψ[f0]},

òàêèì îáðàçîì, R̃(uδ, δ) áåòà-ñõîäèòñÿ ê êîìïàêòíîìó ïîäìíîæåñòâó ìíî-

æåñòâà òî÷íûõ ðåøåíèé A−1u0

⋂
F1,0.

Ðàññìîòðåííûé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ìèíèìèçàöèè ñòàáèëèçàòî-

ðà Ψ[f ] íà ìíîæåñòâå ïðèáëèæ¼ííûõ ðåøåíèé ρU(Af, uδ) < δ (ïîñòàíîâ-

êà II), íåóäîáåí ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ýôôåêòèâíåå ñòàâèòü çàäà÷ó ðåãóëÿðèçàöèè â
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âèäå ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà (ïîñòàíîâêà I):

R(uδ, λ) = arg min
f∈F1

(‖Af − uδ‖U + λΨ[f ]) , (3.3)

ãäå λ � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè.

Äëÿ ñëó÷àÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ýêâèâàëåíòíîñòü

ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ â âàðèàíòàõ ïîñòàíîâêè I, II è III äîñòèãà-

åòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé [24]:

1) Ïðîñòðàíñòâà F è U � íîðìèðîâàííûå, ìåòðèêà ïîðîæäåíà íîðìîé

ïðîñòðàíñòâà

ρU(u1, u2) = ‖u1 − u2‖U ,

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) îïåðàòîðà A � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå.

2) Ψ[f ] � âûïóêëûé ôóíêöèîíàë ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(A).

3) Äëÿ ëþáîãî f ∈ D(A) ôóíêöèÿ γ(λ) = Ψ[λf ] ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî

âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà λ ≥ 0.

Äëÿ ñëó÷àÿ íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.1) èñïîëüçóåòñÿ

âèäîèçìåí¼ííîå òðåòüå óñëîâèå è íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå óñëî-

âèå íà ðåãóëÿðèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë:

3) Äëÿ ëþáîãî f ∈ D(A), f 6= 0,Ψ[f ] 6= 0 ôóíêöèÿ γ(λ) = Ψ[λf ]

ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà λ ≥ 0.

4) Åñëè ìíîæåñòâî fλ ⊂ F � ðåøåíèå çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè â ïîñòà-

íîâêå I, òî äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ fλ âûïîëíÿåòñÿ

‖Af1 − uδ‖U = ‖Af2 − uδ‖U .

Â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíîñòü ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ â ïîñòà-

íîâêàõ I è II äîñòèãàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

F1 (F1 = F ) è îáëàñòüþ çíà÷åíèé AF1 ⊆ U , F è U � íîðìèðîâàííûå
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ïðîñòðàíñòâà, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖uδ − u0‖U < δ, 0 < δ <
1

2
‖u0‖U , u0 6= 0.

Åñëè fδ � ðåøåíèå II, ïðè÷¼ì Ψ[fδ] > 0, òî ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî λδ > 0 òàêîå, ÷òî Fδ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

M [f ;uδ, λδ] = ‖Af − u‖U + λδΨ[f ],

ïðè÷¼ì ‖Afδ−uδ‖U = δ. È íàîáîðîò, åñëè fδ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèîíàë

I äëÿ íåêîòîðîãî λδ > 0 è δ = ‖Afδ − uδ‖U , Ψ[fδ] > 0, òî fδ � ðåøåíèå

II.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñîîòâåòñòâóþùåé

òåîðåìû èç [24].

Çàìå÷àíèå. Îò óñëîâèÿ 4 ìîæíî èçáàâèòüñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü ýê-

âèâàëåíòíîñòü ïîñòàíîâîê Ia è II. Â ýòîì ñëó÷àå íà ìíîæåñòâå fδ âûïîë-

íÿåòñÿ

‖Af − u‖2
U + λΨ[f ] ≡ const.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êâàäðàò íîðìû íåâÿçêè è ñòàáèëèçàòîð ÿâëÿþòñÿ

îäíîâðåìåííî è âûïóêëûìè, è âîãíóòûìè ôóíêöèîíàëàìè íà fδ, à ýòî

âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèî-

íàëàìè íà fδ. Íî êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, åñëè îí � êîíñòàíòà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî

‖Af1 − uδ‖U = ‖Af2 − uδ‖U

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ f1, f2 ∈ fδ.
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 4, ðåãóëÿðèçèðóþùèå

ìåòîäû äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â ïîñòàíîâêàõ

I è Ia áóäóò ýêâèâàëåíòû. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ïîñòàíîâêà, íàè-

áîëåå óäîáíàÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè êîíêðåòíîãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíê-

öèîíàëà.
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Àíàëîãè÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíîñòè

ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ â ïîñòàíîâêàõ I, Ia è III.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ê çàäà÷å ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæå-

íèé

Äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé (2.5)

Ahf = DhHσ0hf = u, f ∈ F, u ∈ U

îïðåäåëèì îïåðàòîð

fλ = Rh[u;λ] = arg min
f∈F

(
h2‖Ahf − u‖U + λΨ[f ]

)
(3.4)

Çäåñü ìû äîáàâèëè íîðìèðîâî÷íûé êîýôôèöèåíò h2 ê íåâÿçêå, ÷òîáû

èçáàâèòüñÿ îò çàâèñèìîñòè λ îò h.

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîRh[u;λ] ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì

îïåðàòîðîì äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, ÿâëÿåò-

ñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåì 1 è 2. Â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà 1 òðåáóåò,

÷òîáû Ψ[f ] ÿâëÿëñÿ ñòàáèëèçàòîðîì, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå

êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà {f : Ψ[f ] ≤ d} äëÿ âñåõ d > 0. Ýòî óñëîâèå

íå âûïîëíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå F = L(R2) äëÿ îáû÷íî èñïîëüçóåìûõ

â çàäà÷àõ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ñòàáèëèçàòîðîâ è íîðì

ïðîñòðàíñòâ F è U .

Â ñâÿçè ñ ýòèì íà ïðîñòðàíñòâà F è U íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ.

Ðàçìåðû ìàòðèöû ñåíñîðîâ êàìåðû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ðåãèñòðèðóþò-

ñÿ ðåàëüíûå èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ, êîíå÷íû. Ïîëó÷àåìûå ñ

ïîìîùüþ êàìåðû èçîáðàæåíèÿ ũ îïðåäåëåíû íà êîíå÷íîìåðíîé ñåòêå

Ω̃h = {(ih, jh) : 0 ≤ i ≤ Nx, 0 ≤ j ≤ Ny}.

Çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ u ∈ `(Ωh) ñ èíäåêñàìè (i, j), ëåæà-

ùèìè çà ïðåäåëàìè ïðÿìîóãîëüíèêà [0, Nx]× [0, Ny], âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïî-
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ìîùüþ ÷¼òíîãî ïðîäîëæåíèÿ (2). Äëÿ ïðîñòðàíñòâà èçîáðàæåíèé u, ïî-

ëó÷åííûõ èç ũ ∈ `(Ω̃h) ïóò¼ì ïðîäîëæåíèÿ íà ñåòêó Ωh èñïîëüçóåòñÿ

îáîçíà÷åíèå ˜̀(Ωh).

Â ýòîì ñëó÷àå ìû ââîäèì ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èçîáðàæåíèå âû-

ñîêîãî ðàçðåøåíèÿ f ∈ L(R2), ñîîòâåòñòâóþùåå èçîáðàæåíèþ íèçêîãî

ðàçðåøåíèÿ èç ˜̀(Ωh), òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíûì ïðîäîëæåíèåì èçîáðàæå-

íèÿ f̃ ∈ L([0, Rx]× [0, Ry]), çàäàííîãî íà ïðÿìîóãîëüíèêå

[0, Rx]× [0, Ry], Rx = hNx, Ry = hNy:

f(x+ 2Rxp, y + 2Ryq) =

=



f̃(x, y) ïðè 0 ≤ x ≤ Rx, 0 ≤ y ≤ Ry,

f̃(2Rx − x, y) ïðè Rx ≤ x < 2Rx, 0 ≤ y < Ry,

f̃(x, 2Ry − y) ïðè 0 ≤ x < Rx, Ry ≤ y < 2Ry,

f̃(2Rx − x, 2Ry − y) ïðè Rx ≤ x < 2Rx, Ry ≤ y < 2Ry,

p, q ∈ Z.

Ïðîñòðàíñòâî ÷¼òíûõ ïðîäîëæåíèé èçîáðàæåíèé èç

L([0, Rx]× [0, Ry]) íà R2 îáîçíà÷àåòñÿ êàê L̃(R2).

Çíà÷åíèÿ íîðì ýëåìåíòîâ â ïðîñòðàíñòâàõ ˜̀(Ωh) è L̃(R2) îïðåäåëÿþò-

ñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ íîðì ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ýëåìåíòîâ èç ïðîñòðàíñòâ

`(Ω̃h) è L([0, Rx]× [0, Ry]):

‖u‖˜̀(Ωh) = ‖ũ‖`(Ω̃h),

‖f‖L̃(R2) = ‖f̃‖L([0,Rx]×[0,Ry]).

Èñïîëüçîâàíèå ïðîñòðàíñòâ F = L̃(R2) è U = ˜̀(Ωh) âìåñòî L(R2) è

`(Ωh) äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé (2.5) íå íàêëàäû-

âàåò îãðàíè÷åíèé íà å¼ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå. Â äàííûõ ïðîñòðàí-
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ñòâàõ ìåòîä ìèíèìèçàöèè (3.4) ïðèíèìàåò âèä

fλ = arg min
f∈F

(
h2‖Ahf − u‖U + λΨ[f ]

)
,

F = L̃(R2), U = ˜̀(Ωh).
(3.5)

Â ðàçäåëå 3.2 ìû îïèøåì âûáîð ñòàáèëèçàòîðîâ è íîðì ïðîñòðàíñòâ

F , U , ïðè êîòîðûõ ìåòîä (3.5) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçèðóþùèì äëÿ çàäà÷è

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðå-

øåíèÿ èçîáðàæåíèé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå (2.8) èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé

ìåòîä:
zλ = arg min

z∈Z

(
s2‖Asz − u‖U + λΨ[z]

)
,

Z = ˜̀(Ωh/s), U = ˜̀(Ωh).
(3.6)

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè ê çàäà÷å ñóïåððàçðåøåíèÿ

Äëÿ çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ îñíîâíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿþòñÿ îøèáêè âû-

÷èñëåíèÿ âåêòîðîâ äâèæåíèÿ, ïðè÷¼ì ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (2.11),

(2.12) ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè ê ìàëûì èçìåíåíèÿì âåêòîðîâ äâèæå-

íèÿ. Òàêæå íåëüçÿ àïðèîðè îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñèñòåìû óðàâíå-

íèé (2.11), (2.12) ñîâìåñòíûìè.

Ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ èùåòñÿ â âèäå ðåøå-

íèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

fλ = arg min
f∈F

(
K∑
k=1

h2

K
‖Ak

hf − u‖U + λΨ[f ]

)
. (3.7)

â íåïðåðûâíîé ïîñòàíîâêå è

zλ = arg min
z∈Z

(
K∑
k=1

s2

K
‖Ak

sz − u‖U + λΨ[z]

)
. (3.8)

â äèñêðåòíîé ïîñòàíîâêå [31�33].

Ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ìèíèìèçàöèè (3.7) è (3.8) íå ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿ-
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ðèçèðóþùèìè, òåì íå ìåíåå, èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå äà¼ò õîðîøèå

ñóáúåêòèâíûå ðåçóëüòàòû.

3.2 Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ

Ðàññîìòðèì âûáîð ñòàáèëèçàòîðà Ψ è íîðì ïðîñòðàíñòâ F , Z, U äëÿ çà-

äà÷ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé è ñóïåððàçðåøåíèÿ è ïðîâåðèì

âûïîëíåíèå óñëîâèé òîãî, ÷òî ìåòîäû (3.5) è (3.6) ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðèçè-

ðóþùèìè ïðè äàííîì âûáîðå ñòàáèëèçàòîðîâ è íîðì ïðîñòðàíñòâ.

Âûáîð íîðì ïðîñòðàíñòâ è ñòàáèëèçàòîðà

Äëÿ çàäà÷ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ìû èñïîëüçóåì íîðìû

L1 è L2:

‖f‖1 =

Rx∫
0

Ry∫
0

|f(x, y)|dxdy,

‖f‖2
2 =

Rx∫
0

Ry∫
0

|f(x, y)|2dxdy

è èõ äèñêðåòíûå àíàëîãè

‖z‖1 =

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

|zi,j|,

‖z‖2
2 =

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

|zi,j|2.

Íîðìà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î òèïå øóìà íà

èçîáðàæåíèè íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå èìïóëüñíîãî øóìà ïðåäïî-

÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàòü íîðìó L1, à â ñëó÷àå øóìà ñ ðàñïðåäåëåíèåì,

áëèçêèì ñ ãàóññîâñêîìó � L2.

Âûáîð ñòàáèëèçàòîðà îáóñëîâëåí òðåáîâàíèåì ñîõðàíåíèåì ñòðóêòó-

ðû èçîáðàæåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì ýôôåêòèâíîãî ÷èñ-

ëåííîãî ìåòîäà äëÿ ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ïðè
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ïîñòðîåíèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíèé ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå âàðèàíòû âûáîðà ñòàáèëèçàòîðà:

1) Êâàäðàòè÷íûé ñòàáèëèçàòîð ‖∆f‖2
2.

2) Ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè.

3) Ôóíêöèîíàë áèëàòåðàëüíîé ïîëíîé âàðèàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-

áîé àäàïòàöèþ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âàðèàöèè äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Êâàäðàòè÷íûé ñòàáèëèçàòîð

Êâàäðàòè÷íûé ñòàáèëèçàòîð [6] ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç íàèáîëåå ÷àñòî èñ-

ïîëüçóåìûõ â ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè ñòàáèëèçàòîðîâ:

Ψ[f ] = ‖∆f‖2
2 =

Rx∫
0

Ry∫
0

(
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2

)2

dxdy.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (3.5) ïðè Ψ[f ] = ‖∆f‖2
2

çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(h2A∗A+ λ∆∗∆)fλ = A∗u, (3.9)

ãäå ñîïðÿæ¼ííûé ê A îïåðàòîð A∗ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (Af, u) =

(f, A∗u), äëÿ ëþáûõ f ∈ F, u ∈ U . Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà A

ñîïðÿæ¼ííûé ê íåìó îïåðàòîð A∗ áóäåò ëèíåéíûì, à çíà÷èò è îïåðàòîð

(h2A∗A+ λ∆∗∆) èç (3.9) òàêæå áóäåò ëèíåéíûì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âûáîðå êâàäðàòè÷íîãî ñòàáèëèçàòîðà è êâàä-

ðàòè÷íîé íîðìû ðåçóëüòàòó ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ïðè-

ñóùè àðòåôàêòû ëèíåéíûõ ìåòîäîâ, à èìåííî ïðè áîëüøèõ λ âîçíèêàåò

ýôôåêò ðàçìûòèÿ, à ïðè ìàëûõ λ ïîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Ãèááñà, ïðîÿâëÿ-

þùèéñÿ â âèäå îðåîëîâ âîçëå êîíòóðîâ îáúåêòîâ.
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Ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè

Âàæíåéøåé ÷àñòüþ èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ êîíòóðû (edges). Àëãîðèòìû

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé íå äîëæíû óäàëÿòü, ëèáî äîáàâ-

ëÿòü êîíòóðû. Òàê, â ëèíåéíûõ ìåòîäàõ ðåñàìïëèíãà êîíòóðû òåðÿþòñÿ

ïðè ðàçìûòèè èçîáðàæåíèÿ, à íîâûå êîíòóðû äîáàâëÿþòñÿ âñëåäñòâèå

ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ è àëèàñèíãà. Äëÿ êîíòðîëÿ ýòèõ àðòåôàêòîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè [34].

Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f(x) ∈ L̃(R2) îïðåäå-

ëÿåòñÿ â âèäå

‖f‖V =

Rx∫
0

Ry∫
0

|
−→
∇f(x, y)|dxdy,

ãäå

|
−→
∇f(x, y)| =

((
∂f(x, y)

∂x

)2

+

(
∂f(x, y)

∂y

)2
)1/2

.

Äëÿ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïîëíàÿ âàðèàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â

âèäå

‖f‖V = lim
h→0

Rx∫
0

Ry∫
0

((
f(x+ h, y)− f(x, y)

h

)2

+

+

(
f(x, y + h)− f(x, y)

h

)2
)1/2

dxdy.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ z ∈ ˜̀(Ωh) ïîëíàÿ âàðèàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

êàê

‖z‖V = h

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

(
(zi+1,j − zi,j)2 + (zi,j+1 − zi,j)2

)1/2
.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü îïðå-

äåëåíèå ïîëíîé âàðèàöèè â âèäå

‖z‖TV = h

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

(|zi+1,j − zi,j|+ |zi,j+1 − zi,j|) . (3.10)
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Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî

‖z‖V ≤ ‖z‖TV ≤
√

2‖z‖V ,

òàê êàê a2 + b2 ≤ (|a|+ |b|)2 ≤ 2(a2 + b2).

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïîëíîé âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ å¼ âçàèìîñâÿçü ñ

îñöèëëÿöèÿìè Ãèááñà, âîçíèêàþùèìè ïðè äåéñòâèè èäåàëüíîãî ôèëü-

òðà âûñîêèõ ÷àñòîò [34]. Ïóñòü fξ = f ∗ gξ, ãäå gξ � ÿäðî èäåàëüíîãî

÷àñòîòíîãî ôèëüòðà ñî çíà÷åíèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

ĝξ(w) = 1[−ξ,ξ] =

1, |w| ≤ ξ,

0, |w| > ξ.

Åñëè f(x) ∈ L2(R2), òî lim
ξ→+∞

‖f − fξ‖2 = 0. Îäíàêî åñëè ‖f‖V < +∞,

òî ‖fξ‖V = +∞ äëÿ ëþáîãî 0 < ξ <∞. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðåäîòâðà-

ùåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå

óñëîâèå íà îãðàíè÷åííîñòü ïîëíîé âàðèàöèè.

Òåîðåìà 3. Ìåòîä, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè (3.5) ÿâëÿåòñÿ ðå-

ãóëÿðèçèðóþùèì äëÿ ñòàáèëèçàòîðà Ψ[f ] = ‖f‖V â ïðîñòðàíñòâàõ F =

L̃1(R2), U = ˜̀
1(Ωh) � ïðîñòðàíñòâàõ L̃(R2) è ˜̀(Ωh) ñ íîðìàìè L1 è `1

ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,

÷òî ìíîæåñòâî

MC = {f ∈ F : ‖f‖V ≤ C, ‖Ahf − u‖U ≤ δ}

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â F äëÿ ëþáîãî C > 0. Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîëíîé

âàðèàöèè ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ðàçíîñòè ìåæäó íàèáîëüøèì

sup f = sup
[0,Rx]×[0,Ry]

f(x, y)
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è íàèìåíüøèì

inf f = inf
[0,Rx]×[0,Ry]

f(x, y)

çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f :

sup f − inf f ≤ C.

Îïåðàòîð Ah íå óâåëè÷èâàåò ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì inf f è íàè-

ìåíüøèì sup f çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f , ïîýòîìó

inf f ≤ [Ahf ]i,j ≤ sup f, (i, j) ∈ Ωh,

îòêóäà ñëåäóåò

0 ≤ [Ahf ]i,j − inf f ≤ sup f − inf f ≤ C, (i, j) ∈ Ωh.

Ïðè âû÷èñëåíèè íîðìû íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ

‖Ahf − inf f‖U =
∑
i,j

([Ahf ]i,j − inf f) ≤

≤ (sup f − inf f)(Rx + 1)(Ry + 1) ≤ C(Rx + 1)(Ry + 1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

| inf f |(Rx + 1)(Ry + 1) = ‖ inf f‖U ≤ ‖Ahf − inf f‖U + ‖Ahf‖U ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

| inf f | ≤ C +
‖Ahf‖U

(Rx + 1)(Ry + 1)
.

Èç óñëîâèÿ ‖Ahf − u‖U ≤ δ ïîëó÷àåòñÿ ‖Ahf‖ ≤ ‖u‖U + δ. Òàêèì

îáðàçîì

| inf f | ≤ C +
‖u‖U + δ

(Rx + 1)(Ry + 1)
= C1.

Èç sup f − inf f ≤ C ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ sup f :

| sup f | ≤ C1 + C.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f îãðàíè÷åíû êîíñòàíòîé

C2 = max(C1, C1 + C) = C1 + C,

çíà÷èò ìíîæåñòâî MC ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî êîìïàêòíîñòè MC ïðîèçâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû

Àðöåëà [35], äëÿ ÷åãî ñòðîèòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü ìíîæåñòâà MC . Ìíîæå-

ñòâî [0, Rx]× [0, Ry] ðàçáèâàåòñÿ íà N ×N ïðÿìîóãîëüíèêîâ

Pi,j =

[
(i− 1)Rx

N
,
iRx

N

)
×
[

(j − 1)Ry

N
,
jRy

N

)
, 1 ≤ i, j < N,

PN,j =

[
(N − 1)Rx

N
,Rx

]
×
[

(j − 1)Ry

N
,
jRy

N

)
, 1 ≤ j < N,

Pi,N =

[
(i− 1)Rx

N
,
iRx

N

)
×
[

(N − 1)Ry

N
,Ry

]
, 1 ≤ i < N,

PN,N =

[
(N − 1)Rx

N
,Rx

]
×
[

(N − 1)Ry

N
,Ry

]
,

è çàïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè â âèäå ñóììû ïîëíûõ âà-

ðèàöèé íà ýòèõ ïðÿìîóãîëüíèêàõ:

‖f‖V =
N∑
i=1

N∑
j=1

‖f‖V,Pi,j .

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ

g(x, y) = inf
(x′,y′)∈Pi,j

f(x′, y′), äëÿ (x, y) ∈ Pi,j.

Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî ‖f − g‖V,Pi,j = ‖f‖V,Pi,j íà êàæäîì îòäåëüíîì
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ïðÿìîóãîëüíèêå Pi,j. Äëÿ ‖f − g‖F íà âñ¼ì ìíîæåñòâå âûïîëíÿåòñÿ:

‖f − g‖F =

Rx∫
0

Ry∫
0

|f(x, y)− g(x, y)|dxdy =

=
N∑
i=1

N∑
j=1

∫
Pi,j

|f(x, y)− g(x, y)|dxdy =

=
N∑
i=1

N∑
j=1

∫
Pi,j

(
f(x, y)− inf

Pi,j
f(x, y)

)
dxdy ≤

≤ RxRy

N 2

N∑
i=1

N∑
j=1

(
sup
Pi,j

f(x, y)− inf
Pi,j

f(x, y)
)
≤

≤ RxRy

N 2

N∑
i=1

N∑
j=1

‖f‖V,Pi,j =
RxRy

N 2
‖f‖V =

RxRyC

N 2
.

Çíà÷åíèå N âûáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû

RxRyC

N 2
≤ ε

2
.

Äàëåå îïðåäåëèì êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé

C2m

M
, m = 0,±1, . . .±M,

êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè. Ïðè âûáîðåM

òàêîì, ÷òîáû
RxRyC2

2M + 1
≤ ε

2
,

íîðìà ðàçíîñòè ôóíêöèè g è áëèæàéøåé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèåé

ñ äèñêðåòíûìè çíà÷åíèÿìè íå áóäåò ïðåâûøàòü ε
2 .

Òàêèì îáðàçîì, íàìè ïîñòðîåíà ε-ñåòü èç ôóíêöèé, ïîêðûâàþùèõMC .

Çíà÷èò, ìíîæåñòâîMC ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, à ìåòîä ìèíèìèçàöèè (3.2)

ñî ñòàáèëèçàòîðîì Ψ[f ] = ‖f‖V � ðåãóëÿðèçèðóþùèì. Òåîðåìà äîêàçà-

íà. �

Ñëåäñòâèå 1. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è äëÿ ïðîñòðàíñòâ F = L̃2(R2),
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U = ˜̀
2(Ωh) ñ êâàäðàòè÷íîé íîðìîé, à òàêæå äëÿ ñòàáèëèçàòîðà Ψ[f ] =

‖f‖TV .
Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðà ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âà-

ðèàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé ìåòîä â ïîñòàíîâêå III:

fC = arg min
‖f‖V≤C

‖Ahf − u‖U . (3.11)

Â îòëè÷èå îò ïîñòàíîâîê I è II, ãäå ðåãóëÿðèçèðóþùèå ïàðàìåòðû λ è

δ àïðèîðè íåèçâåñòíû, åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü çíà÷åíèå C âñëåäñòâèå

ñâÿçè ïîëíîé âàðèàöèè ñ ñóììàðíîé äëèíîé ëèíèé óðîâíÿ ôóíêöèè f .

Îáîçíà÷èì

Θt = {(x, y) ∈ R : f(x, y) > t}.

Åñëè f(x, y) íåïðåðûâíà, òî ãðàíèöà ∂Θt ìíîæåñòâà Θt ÿâëÿåòñÿ ëè-

íèåé óðîâíÿ âñåõ òî÷åê (x, y) òàêèõ, ÷òî f(x, y) = t. Ïóñòü H1(Θt) �

äëèíà ∂Θt. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [36], ÷òî åñëè ‖f‖V < +∞, òîãäà

‖f‖V =

+∞∫
−∞

H1(Θt)dt.

Ïðè ïîíèæåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé òåðÿþòñÿ ìåëêèå äåòàëè

èçîáðàæåíèÿ, ïîýòîìó ïîëíàÿ âàðèàöèÿ èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøå-

íèÿ áóäåò íèæå ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî èçîáðàæåíèÿ,

èç êîòîðîãî áûëî ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Îäíàêî

ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé íåò âîçìîæíîñòè âîññòàíîâèòü

ýòè äåòàëè, ïîýòîìó ìû ñòàâèì óñëîâèå, ÷òîáû ïîëíàÿ âàðèàöèÿ èçîáðà-

æåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ áûëà ðàâíà ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæåíèÿ

íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ:

C = ‖u‖V .
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Ôóíêöèîíàë áèëàòåðàëüíîé ïîëíîé âàðèàöèè

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå (3.10) â êà÷åñòâå ïîëíîé âàðèàöèè

äà¼ò ëèøü ïðèáëèæ¼ííóþ èíôîðìàöèþ î ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæå-

íèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë áèëàòåðàëüíîé

ïîëíîé âàðèàöèè [1]:

‖z‖BTV = h

p∑
s,t=−p

(
γs,t
∑
i,j

|zi+s,j+t − zi,j|

)
,

âû÷èñëÿþùèé âçâåøåííóþ ñóììó ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà èçîáðàæå-

íèè z. Ïàðàìåòð p îãðàíè÷èâàåò êîëè÷åñòâî íàïðàâëåíèé. ×åì áîëüøå

çíà÷åíèå p, òåì âûøå òî÷íîñòü ìåòîäà, íî è âûøå åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñëîæíîñòü. Ïàðàìåòð γs,t çàäà¼ò âåñà äëÿ êàæäîãî èç íàïðàâëåíèé. Â [1]

èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ γs,t = 0.8|s|+|t|.

Àíàëèç âûáîðà ñòàáèëèçàòîðà è íîðìû äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîá-

ðàæåíèé

Ðåãóëÿðèçèðóþùèé ìåòîä ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé áûë ïðî-

òåñòèðîâàí íà áàçå èç 124 ôîòîãðàôèé, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ èçîáðàæåíèÿ

ïðèðîäû è çäàíèé [37]. Äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ìåòîäà ýòàëîííûå èçîáðà-

æåíèÿ èç áàçû áûëè óìåíüøåíû â íåêîòîðîå ÷èñëî ðàç, èñïîëüçóÿ ìî-

äåëü (2.7), çàòåì óâåëè÷åíû ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî ðåãóëÿðèçèðóþùåãî

ìåòîäà äî èñõîäíîãî ðàçìåðà è ñðàâíåíû c ýòàëîííûìè èçîáðàæåíèÿìè

ñ ïîìîùüþ ìåòðèêè ñòðóêòóðíîãî ïîäîáèÿ SSIM [38]:

SSIM(u, v) =
(2µuµv + c1)(2σuv + c2)

(µ2
u + µ2

v + c1)(σ2
u + σ2

v + c2)
, (3.12)

ãäå µu è µv � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ u è v ñîîòâåòñòâåííî, σ2
u è σ

2
v � äèñïåð-

ñèè, σuv � êîâàðèàöèÿ u è v. Çíà÷åíèÿ c1 = (0, 01L)2, c2 = (0, 03L)2, ãäå

L � äèíàìè÷åñêèé äèàïàçîí èíòåíñèâíîñòåé. Äëÿ êîìïüþòåðíûõ èçîá-

ðàæåíèé ñ 8-áèòíûì çíà÷åíèåì èíòåíñèâíîñòè èñïîëüçóåòñÿ L = 255.

Äàííàÿ ìåòðèêà õîðîøî êîððåëèðóåò ñ âîñïðèÿòèåì ÷åëîâåêà [38]. ×åì
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áîëüøå çíà÷åíèå ìåòðèêè, ÷åì áëèæå èçîáðàæåíèÿ äðóã ê äðóãó. Ïðè

ðàâåíñòâå èçîáðàæåíèé çíà÷åíèå SSIM ðàâíî 1.

Áûë ïðîâåä¼í ýêñïåðèìåíòàëüíûé àíàëèç âûáîðà íàèëó÷øåé êîìáè-

íàöèè íîðìû ïðîñòðàíñòâ Z, U , F è ñòàáèëèçàòîðà Ψ äëÿ óâåëè÷åíèÿ

èçîáðàæåíèé â 2, 3 è â 4 ðàçà ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîé ìåòðèêè. Äëÿ

êàæäîãî èçîáðàæåíèÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè λ âûáèðàëîñü

òàêèì, ÷òîáû çíà÷åíèå SSIM áûëî ìàêñèìàëüíûì. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ

îöåíêè êà÷åñòâà ðåçóëüòàòîâ äëÿ êîíêðåòíîãî âûáîðà íîðìû è ñòàáèëè-

çàòîðà èñïîëüçîâàëîñü ñðåäíåå çíà÷åíèå SSIM ïî âñåé áàçå ïðè íàèëó÷-

øåì âûáîðå λ.

Òàêæå àíàëèç áûë ïðîâåä¼í äëÿ ñëó÷àÿ çàøóìë¼ííûõ èçîáðàæåíèé

íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Áûë èñïîëüçîâàí øóì ñ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëå-

íèåì ñî ñòàíäàðòíûì îòêëîíåíèåì 10.

Óâåëè÷åíèå â 2 ðàçà â 3 ðàçà â 4 ðàçà
`````````````̀Ñòàáèëèçàòîð

Íîðìà ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,9849 0,9852 0,9732 0,9738 0,9652 0,9653

‖z‖TV 0,9849 0,9844 0,9731 0,9731 0,9654 0,9649

‖z‖BTV (p = 1) 0,9850 0,9845 0,9734 0,9736 0,9658 0,9654

‖z‖BTV (p = 2) 0,9839 0,9829 0,9736 0,9737 0,9658 0,9655

‖z‖BTV (p = 3) 0,9833 0,9820 0,9740 0,9739 0,9659 0,9655

Ñðåäíåå 0,9844 0,9838 0,9735 0,9736 0,9656 0,9653

Òàáëèöà 3.1: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ SSIM ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ íîðì ïðîñòðàíñòâ è

ñòàáèëèçàòîðîâ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ íåçàøóìë¼ííûõ èçîáðàæåíèé â 2, 3 è â 4 ðàçà.

Óâåëè÷åíèå â 2 ðàçà â 3 ðàçà â 4 ðàçà
`````````````̀Ñòàáèëèçàòîð

Íîðìà ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,9614 0,9704 0,9454 0,9565 0,9262 0,9449

‖z‖TV 0,9692 0,9732 0,9538 0,9603 0,9451 0,9492

‖z‖BTV (p = 1) 0,9687 0,9732 0,9556 0,9607 0,9458 0,9499

‖z‖BTV (p = 2) 0,9683 0,9711 0,9548 0,9600 0,9448 0,9495

‖z‖BTV (p = 3) 0,9683 0,9687 0,9546 0,9596 0,9444 0,9491

Ñðåäíåå 0,9672 0,9713 0,9528 0,9594 0,9413 0,9485

Òàáëèöà 3.2: Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ SSIM ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ íîðì ïðîñòðàíñòâ è

ñòàáèëèçàòîðîâ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ çàøóìë¼ííûõ èçîáðàæåíèé â 2, 3 è â 4 ðàçà.
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Â òàáëèöàõ 3.1 è 3.2 ïðèâåäåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ SSIM äëÿ ðàñ-

ñìîòðåííûõ íîðì ïðîñòðàíñòâ è ñòàáèëèçàòîðîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî

ñäåëàòü ñëåäóþùèå íàáëþäåíèÿ:

1. Äëÿ ñëó÷àÿ íåçàøóìë¼ííûõ èçîáðàæåíèé íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 äàþò

ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ SSIM ñ íåçíà÷èòåëüíûì ïðåèìóùå-

ñòâîì ‖·‖1, à äëÿ çàøóìë¼ííûõ íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàåò íîðìà

‖·‖2. Îòìåòèì, ÷òî áûëè ðàññìîòðåíû è äðóãèå âàðèàíòû âûáîðà íîðìû

‖ · ‖q, q > 1, q 6= 2, íî îíè íå äàëè óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ.

2. Äëÿ êîýôôèöèåíòà ìàñøòàáèðîâàíèÿ s = 2 è íîðìû ‖ · ‖2 íàèëó÷-

øèå ðåçóëüòàòû äîñòèãàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàáèëèçàòîðîâ ‖z‖V ,
‖z‖TV , ‖z‖BTV (p = 1).

3. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ìàñøòàáèðîâàíèÿ s = 3, 4 è íîðìû ‖ · ‖2 âñå

ðàññìîòðåííûå ñòàáèëèçàòîðû äàþò ïðèìåðíî îäèíàêîâûå ðåçóëüòàòû.

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýôôåêòèâíåå èñïîëüçîâàòü ñòàáèëèçà-

òîðû ñ íàèìåíüøåå ÷èñëî îïåðàöèé. Òàêèìè ñòàáèëèçàòîðàìè ÿâëÿþòñÿ

‖z‖TV è ‖z‖BTV (p = 1).

Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ ýòèõ íàáëþäåíèé ôîðìóëèðóåòñÿ âûâîä: äëÿ

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííîãî ðåãó-

ëÿðèçèðóþùåãî ìåòîäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå èñïîëüçîâàíèå íîðìû ‖ · ‖2 è

ñòàáèëèçàòîðà ‖z‖BTV ïðè p = 1.

Àíàëèç âûáîðà ñòàáèëèçàòîðà è íîðìû äëÿ çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ

Àíàëîãè÷íûé àíàëèç áûë ïðîèçâåä¼í íàìè äëÿ çàäà÷è ñóïåððàçðåøåíèÿ

íà èçîáðàæåíèÿõ èç òîé æå áàçû. Äëÿ êàæäîãî ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ

âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ z áûëî ñãåíåðèðîâàíî 32 èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàç-

ðåøåíèÿ uk â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ (2.10) ñ îïåðàòîðàìè äâèæåíèÿ Tk,

ñîñòîÿùèìè èç ñëó÷àéíîãî ñäâèãà â ïðåäåëàõ ±5 ïèêñåëåé ïî ãîðèçîíòà-

ëè è âåðòèêàëè è ñëó÷àéíîãî ïîâîðîòà â ïðåäåëàõ ±10 ãðàäóñîâ.

Îñíîâíîé ïðîáëåìîé â çàäà÷å ñóïåððàçðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îøèáêè âû-
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÷èñëåíèÿ îïåðàòîðîâ äâèæåíèÿ Tk, ïîýòîìó ïîñëå ìîäåëèðîâàíèÿ èçîá-

ðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ê îïåðàòîðàì Tk äîáàâëÿëàñü îøèáêà. Äëÿ

÷åòâåðòè îïåðàòîðîâ Tk îøèáêà ïðåäñòàâëÿëà ñîáîé ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåë¼ííîå ñëó÷àéíîå ñìåùåíèå êàæäîãî ïèêñåëÿ â èíòåðâàëå [−n0, n0],

äëÿ îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ îøèáêà íàõîäèëàñü â èíòåðâàëå [−n0/4, n0/4].

Òåñòèðîâàíèå ìåòîäîâ ïðîâîäèëîñü êàê â óñëîâèÿõ íåäîñòàòêà äàí-

íûõ, êîãäà ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â óðàâíåíèè (2.12) áîëüøå ÷èñëà óðàâíå-

íèé, òî åñòü ïðè s2 > K, òàê è â óñëîâèÿõ èçáûòêà äàííûõ s2 < K.

Óâåëè÷åíèå ïðîèçâîäèëîñü â 2, 3 è 4 ðàçà ïðè ÷èñëå èçîáðàæåíèé íèç-

êîãî ðàçðåøåíèÿ s2/2, s2 è 2s2. Ðàññìàòðèâàëîñü òðè óðîâíÿ øóìà: n0 =

0.1, 0.5, 1.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü áëèçêè ê ðåçóëüòàòàì äëÿ çàäà÷è

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ îäèíî÷íîãî èçîáðàæåíèÿ.

3.3 Ïîñòîáðàáîòêà ðåçóëüòàòîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ è ñó-

ïåððàçðåøåíèÿ

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëà ïîêàçàíà ñâÿçü ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âàðè-

àöèè ñ ýôôåêòîì Ãèááñà. Ïîÿâëåíèå ýôôåêòà Ãèááñà ïðèâîäèò ê çíà÷è-

òåëüíîìó óâåëè÷åíèþ çíà÷åíèÿ ïîëíîé âàðèàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñòàâèò-

ñÿ çàäà÷ó ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà íà èçîáðàæåíèè z â âèäå çàäà÷è

ïðîåêòèðîâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ z íà ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé ñ îãðàíè÷åí-

íîé ïîëíîé âàðèàöèåé

zC = prCz = arg min
z′:‖z′‖TV≤C

‖z′ − z‖2, (3.13)

ãäå ïàðàìåòð C îòâå÷àåò çà ñèëó ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà.

Ïðè ïîäàâëåíèè ýôôåêòà Ãèááñà ïîñëå ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîá-

ðàæåíèé ïàðàìåòð C â (3.13) ìîæåò áûòü îöåí¼í ÷åðåç èçîáðàæåíèå íèç-

êîãî ðàçðåøåíèÿ u [39, 40]. Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ðàâíà ñóììå äëèí ëèíèé

óðîâíÿ [34]. Òàê êàê àëãîðèòì ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé íå
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äîëæåí äîáàâëÿòü èëè óäàëÿòü êîíòóðû, òî è äëèíà ëèíèé óðîâíÿ íå

äîëæíà ìåíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå íà áîëåå ìåëêóþ ñåòêó. Çíà÷èò, ïîëíàÿ

âàðèàöèÿ èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà ïîëíîé

âàðèàöèè èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

C = ‖u‖TV .

Òàê êàê èçîáðàæåíèå ìîæåò ñîñòîÿòü èç äîñòàòî÷íî ðàçíîðîäíûõ ó÷àñò-

êîâ, ãëîáàëüíîå ïîäàâëåíèå ïîëíîé âàðèàöèè ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî

â îäíèõ ó÷àñòêàõ ïîìèìî ýôôåêòà Ãèááñà ìîãóò áûòü ïîäàâëåíû ìåëêèå

äåòàëè, òîãäà êàê â äðóãèõ ó÷àñòêàõ ýôôåêò Ãèááñà íå áóäåò ïîëíîñòüþ

ïîäàâëåí. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü ëîêàëüíûå îñîáåííîñòè èçîáðàæåíèé,

ìîæíî èñïîëüçîâàòü áëî÷íûé ïîäõîä [41]. Â ýòîì ñëó÷àå èçîáðàæåíèå

z ðàçáèâàåòñÿ íà ïåðåêðûâàþùèåñÿ áëîêè, ïîäàâëåíèå ýôôåêòà Ãèááñà

ïðîèçâîäèòñÿ íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî áëîêà, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïàðà-

ìåòðà C èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ïîëíîé âàðèàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ áëî-

êîâ íà èçîáðàæåíèè u. Çàòåì èç áëîêîâ âîññòàíàâëèâàåòñÿ èçîáðàæåíèå

âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ.

Ïðèìåð ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ïîñëå ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé ïðèâåä¼í íà ðèñ. 3.2.
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Èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ Óâåëè÷åíèå èçîáðàæåíèÿ â 2 ðàçà

TV = 8, 6515 TV = 17, 24, RE = 8, ρSSIM = 0, 9779

Ãëîáàëüíûé ìåòîä Áëî÷íûé ìåòîä

TV = 8, 927, RE = −0, 7, ρSSIM = 0, 9827 TV = 8, 736, RE = −1, 5, ρSSIM = 0, 9812

Ðèñ. 3.2: Ïðèìåð ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ïîñëå ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé.
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Ãëàâà 4

×èñëåííûå ìåòîäû, èñïîëüçóåìûå

äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷

Â äàííîé ãëàâå ïðèâåäåíû áàçîâûå ïîíÿòèÿ, àëãîðèòìû è ÷èñëåííûå

ìåòîäû ìèíèìèçàöèè èñïîëüçóåìûõ ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàëîâ.

4.1 Ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ

ôóíêöèîíàëîâ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

(3.6), ñóïåððàçðåøåíèÿ (3.8), ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà (3.13) òðåáó-

åòñÿ ïðîèçâåñòè ìèíèìèçàöèþ ôóíêöèîíàëà âèäà

z∗ = arg min
z∈Z

J(z).

Â íàøåì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë âèäà J(z) = ‖Az − u‖ +

λΨ[z].

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ñî ñòàáèëèçàòîðîì

Ψ[z] â âèäå ïîëíîé âàðèàöèè èëè áèëàòåðàëüíîé ïîëíîé âàðèàöèè ðåãó-

ëÿðèçèðóþùèé ôóíêöèîíàë íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì. Äëÿ òîãî,

÷òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûå ìåòîäû íåäèôôå-

ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ, èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ñóáãðàäèåíòà [42].

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèîíàë J(z) îïðåäåë¼í íà ìíîæåñòâå Z èç

En. Âåêòîð c = c(z0) ∈ En íàçûâàåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì ôóíêöèîíàëà J(z)
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â òî÷êå z0, åñëè óñëîâèå

J(z) ≥ J(z0) + (c(z0), z − z0)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî z ∈ En.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëà â òî÷êå z0 íàçûâàåòñÿ

ñóáäèôôåðåíöèàëîì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∂J(z0).

Ñóáãðàäèåíò îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [42]:

1. Åñëè J(z) � âûïóêëûé ôóíêöèîíàë, à Z � âûïóêëîå ìíîæåñòâî,

òî ñóáäèôôåðåíöèàë ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì äëÿ ëþáîãî z0 ∈ Z.
2. Åñëè ôóíêöèîíàë J(z) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûì â òî÷êå

z0 ∈ Z, òî åãî ãðàäèåíò J ′(z0) ÿâëÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì, à åñëè z0 � âíóò-

ðåííÿÿ òî÷êà Z, òî åãî ñóáäèôôåðåíöèàë ñîäåðæèò òîëüêî îäèí âåêòîð,

ðàâíûé ãðàäèåíòó J ′(z0).

Äëÿ ìèíèìèçàöèè J(z) èñïîëüçóåòñÿ ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä [43]

z(k+1) = z(k) − αkg(k),

ãäå g(k) � îäèí èç ñóáãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëà J(z) â òî÷êå z = z(k).

Â [43] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè âûáîðà øàãà αk è äëÿ

íèõ äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà:

1. Ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò øàãà αk = α, ëèáî ïîñòîÿííàÿ äëèíà

øàãà αk = γ
‖g(k)‖ . Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ε-îïòèìàëüíîé [43],

òî åñòü íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé èòåðàöèè âñå ïðèáëèæ¼ííûå ðåøåíèÿ z(k)

íàõîäÿòñÿ â ε-îêðåñòíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ z∗, ïðè ýòîì ε çàâèñèò òîëüêî

îò α.

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αk, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

αk ≥ 0,
∞∑
k=1

α2
k <∞,

∞∑
k=1

αk =∞.

3. Íåñóììèðóåìàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ øà-
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ãà

αk ≥ 0, lim
k→∞

αk =∞,
∞∑
k=1

αk =∞,

ëèáî íåñóììèðóåìàÿ óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí øàãà

γk ≥ 0, lim
k→∞

γk =∞,
∞∑
k=1

γk =∞,

αk =
γk
‖g(k)‖

.

Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîìåæóòî÷íîãî ðåøåíèÿ z(k) ñóáãðàäèåíòíîãî

ìåòîäà ê òî÷íîìó ðåøåíèþ z∗ ïðè íàèëó÷øåì âûáîðå αk = (R/G)/
√
k

ìîæåò áûòü îöåíåíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

‖z(k) − z∗‖ ≤ RG√
k
, (4.1)

ãäå R = ‖z(0) − z∗‖, ‖g(k)‖ ≤ G.

Âû÷èñëåíèå ñóáãðàäèåíòà ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà âèäà

J(z) = ‖Az − u‖nZ + λΨ[z].

Äëÿ ôóíêöèè φ(x) = |x| ñóáãðàäèåíò ïðè x = 0 ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

íóëþ: ∂φ(x)|x=0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñóáãðàäèåí-

òû äëÿ íåâÿçêè ‖Az − u‖nZ :

∂ (‖Az − u‖1) = A∗ sign(Az − u),

∂
(
‖Az − u‖2

1

)
= ‖Az − u‖1 · A∗ sign(Az − u),

∂ (‖Az − u‖2) =
1

‖Az − u‖2
A∗(Az − u),

∂
(
‖Az − u‖2

2

)
= 2A∗(Az − u),

ãäå signu � îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç U â U è ïðåäñòàâëÿþùèé èç ñåáÿ
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ïîêîìïîíåíòíîå ïðèìåíåíèå ôóíêöèè sign:

[signu]i,j =


1, ui,j > 0,

0, ui,j = 0,

−1, ui,j < 0.

Äëÿ ñòàáèëèçàòîðà ‖∆z‖2
2:

∂‖∆z‖2
2 = 2∆∗∆z.

Ñóáãðàäèåíòû ñòàáèëèçàòîðîâ ‖z‖TV è ‖z‖BTV ìîæíî íàéòè, èñïîëü-

çóÿ èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

‖z‖TV = h (‖Sxz − z‖1 + ‖Syz − z‖1) ,

‖z‖BTV = h

(
p∑

s,t=−p
γs,t‖SsxStyz − z‖1

)
,

ãäå Ssx è S
t
y � îïåðàòîðû ñäâèãà èçîáðàæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëè è ïî âåð-

òèêàëè íà s è t ïèêñåëåé ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ îïåðàòîðîâ Ssx è S
t
y ñóáãðàäèåíò âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂‖Ssxz − z‖1 = S−sx sign(Ssxz − z),

∂‖Styz − z‖1 = S−ty sign(Styz − z).

Äëÿ îïåðàòîðîâ Ah = DhHσ0h, As = DsHσ0
√
s2−1 è ∆∗ ñîïðÿæ¼ííûå

îïåðàòîðû òàêæå ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå.

Îïåðàòîð H∗σ = Hσ êàê â íåïðåðûâíîì, òàê è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå. Â
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ñàìîì äåëå,

(Hf, g) =

∫
[Hf ](x, y)g(x, y)dxdy =

=

∫ (∫
1

2πσ2
exp

(
−(x− x′)2 + (y − y′)2

2σ2

)
f(x′, y′)dx′dy′

)
g(x, y)dxdy =

=

∫ ∫
1

2πσ2
exp

(
−(x− x′)2 + (y − y′)2

2σ2

)
f(x′, y′)g(x, y)dx′dy′dxdy =

=

∫ ∫
f(x′, y′)

1

2πσ2
exp

(
−(x′ − x)2 + (y′ − y)2

2σ2

)
g(x, y)dx′dy′dxdy =

=

∫
f(x′, y′)

(∫
1

2πσ2
exp

(
−(x′ − x)2 + (y′ − y)2

2σ2

)
g(x, y)dxdy

)
dx′dy′ =

=

∫
f(x′, y′)[Hg](x′, y′)dx′dy′ = (f,Hg).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∆∗ = ∆.

Äàëåå ñòðîèòñÿ v = D∗hu:

(Dhf, u) =
∑
i,j

f(ih, jh)ui,j =∫
f(x, y)

∑
i,j

ui,jδ(x− ih)δ(y − jh)dxdy = (f,D∗hu),

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

v(x, y) =
∑
i,j

ui,jδ(x− ih)δ(y − jh).

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ öåëîãî s

[D∗su]i,j =

ui/s,j/s, åñëè i è j êðàòíû s,

0, èíà÷å.

Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà äëÿ çàäà÷è ðåñàìïëèíãà èçîá-

ðàæåíèé

Ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä èìååò íèçêóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè (4.1). Ïðè

ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà îñîáîå âíèìàíèå íåîá-
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õîäèìî óäåëèòü âûáîðó íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ z(0) è âûáîðó êîýôôè-

öèåíòîâ αk.

Ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé îñíîâíîé çàäà÷åé ÿâëÿåò-

ñÿ íå íàõîæäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè, à íàõîæäåíèå

ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ïðèåìëåìîãî êà÷åñòâà çà ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-

ñòâî èòåðàöèé. Àíàëèç, ïðîâåä¼ííûé â [21], ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü øàã âèäà

αk =
Nγk
‖g(k)‖2

, γk = γ0q
k, (4.2)

ãäå N � ÷èñëî ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ. Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì çäåñü ÿâ-

ëÿåòñÿ q, îòâå÷àþùèé çà ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ äëèíû øàãà.

Ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà γk < ε. Ïðè ýòîì êî-

ëè÷åñòâî èòåðàöèé ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííûì è çàâèñèò òîëüêî îò γ0, q è

ε. Ñ ðîñòîì q òî÷íîñòü ìåòîäà äîëæíà ïîâûøàòüñÿ. Îäíàêî àíàëèç çàâè-

ñèìîñòè ìåòðèêè ρSSIM îò q ïîêàçàë, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî q = q0,

çíà÷åíèå ρSSIM ïåðåñòà¼ò ïîâûøàòüñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî òî÷íîå

ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè îòëè÷àåòñÿ îò ýòàëîííîãî èçîáðàæåíèÿ.

Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ íàèëó÷øåãî êà÷åñòâà äîñòàòî÷íî

èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå q = q0.

Àíàëèç âûáîðà çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòà îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

ïîêàçàë, ÷òî ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ρSSIM äëÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

z(0), òåì áîëüøå çíà÷åíèå ρSSIM äëÿ ðåçóëüòàòà ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Îäíàêî ñ ðîñòîì q çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñíèæàåòñÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ çàäàòü ïàðàìåòðû γ0, q è íà÷àëüíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ z(0), êîòîðûå áûëè áû îïòèìàëüíûìè äëÿ âñåõ èçîáðàæåíèé.
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4.2 Ìåòîä ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ íà ìíî-

æåñòâå ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ïîëíîé âàðèàöèåé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

F (z) = ‖Az − u‖2
2,

ãäå A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ñ detA 6= 0, íà ìíîæåñòâå

ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííîé ïîëíîé âàðèàöèåé

MC = {z : ‖z‖TV ≤ C},

èñïîëüçóåìóþ â çàäà÷àõ ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà (3.13).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ å¼ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ìèíèìèçàöèè, îñíî-

âàííûé íà ìåòîäå óñëîâíîãî ãðàäèåíòà [44].

4.2.1 Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà

Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

F (z) íà ìíîæåñòâå M � âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå ñ âåðøèíàìè {Tj}.
Â ìåòîäå óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ìèíèìèçèðóþùàÿ z(k) è âñïîìîãàòåëü-

íàÿ z(k) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðîÿòñÿ ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

1. Âûáèðàåòñÿ íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå z(0) ∈M .

2. Ïóñòü èçâåñòíî ïðèáëèæåíèå z(k), k = 0, 1, . . .. Òîãäà âñïîìîãàòåëü-

íîå ïðèáëèæåíèå z(k) ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì ðåøåíèþ çàäà÷è:

(F ′(z(k)), z(k)) = min
z∈M

(F ′(z(k)), z).

Òàê êàê ôóíêöèîíàë (F ′(z(k)), z) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, à ìíîæåñòâî M

� âûïóêëûì, òî z(k) ñëåäóåò èñêàòü íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà M . Äëÿ ñëó-

÷àÿ âûïóêëîãî ìíîãîãðàííèêà äîñòàòî÷íî ïåðåáðàòü âñå åãî âåðøèíû

Tn.
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3. Ïóñòü çíà÷åíèå z(k) íàéäåíî. Äàëåå z(k+1) ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå

z(k+1) = z(k) + λk(z
(k) − z(k)),

ãäå ηk ∈ [0, 1] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

F (z(k+1)) = F (z(k) + ηk(z
(k) − z(k))) = min

η∈[0,1]
F (z(k) + η(z(k) − z(k))).

4.2.2 Ïðèìåíåíèå ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà äëÿ çàäà÷è ïîäàâëåíèÿ

ýôôåêòà Ãèááñà

Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà íåïðèìåíèì â ÿâíîì âèäå ê çàäà÷å ìèíèìè-

çàöèè

z1 = arg min
z∈MC

F (z), (4.3)

òàê êàê ìíîæåñòâî MC íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì.

Îäíîìåðíûé ñëó÷àé

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà áûë ïðèìåíèì, ðàññìàòðè-

âàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè

z2 = arg min
z∈M

F (z), (4.4)

ãäå M � íåêîòîðûé âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, è ñòðîèòñÿ òàêîå ìíîæå-

ñòâî M ⊂ MC , ïðè êîòîðîì çàäà÷è (4.3) è (4.4) áóäóò ýêâèâàëåíòíû.

Ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.3) è (4.4) ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû â ñèëó ñòðîãîé

âûïóêëîñòè ìèíèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà è âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ M

è MC . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

z1 = z2. Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñëó÷àå, åñëè z1 ∈M .

Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿì â òåîðåìå 3 èç

ðàçäåëà 3.2, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ‖Az1‖2 îãðàíè÷åíî íåêîòîðîé

êîíñòàíòîé C1, çàâèñÿùåé îò ‖u‖ è C. Îáðàòíûé îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâó-

åò è îãðàíè÷åí, òàê êàê detA 6= 0, à ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî. Îòñþäà
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ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå (4.3) îãðàíè÷åíî:

‖z1‖2 ≤ C2 = C1‖A−1‖

è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî

|z1,i| ≤ B, i = 1, 2, . . . , n,

ãäå B � êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò A, ‖u‖ è C.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî, ÷òî z1 ïðèíàäëåæèò îãðàíè÷åííîìó ìíîæå-

ñòâó

Mz = {z ∈ Z : max
i
|zi| ≤ B}.

Âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M , òàêîé, ÷òî Mz ⊂ M ⊂ MC , ìîæåò áûòü

ïîñòðîåí â ÿâíîì âèäå. Â [44] ðàññìîòðåíî ïîñòðîåíèå âåðøèí ìíîãî-

ãðàííèêà äëÿ ìíîæåñòâà M 0
C , ñîñòîÿùåãî èç ýëåìåíòîâ z ∈ Z, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

|z2 − z1|+ |z3 − z2|+ . . .+ |zn − zn−1| ≤ C,

zn = 0.

Äëÿ äàííîãî ìíîæåñòâà âåðøèíû T (j), j = −(n−1), . . . ,−1, 1, . . . , n−1

èìåþò âèä

T
(j)
i =

C, i ≤ j,

0, i > j,
j = 1, 2, . . . , n− 1,

T
(−j)
i = −T (j)

i , j = 1, 2, . . . , n− 1.

Îò óñëîâèÿ zn = 0 ìîæíî èçáàâèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ìíîæåñòâî M 0
z , ñî-

ñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ z ∈ Z, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

z1 = z2 = . . . = zn,

|zn| ≤ B.

Ìíîæåñòâî M = M 0
C ⊕Mz ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ z, äëÿ êîòîðûõ
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‖z‖TV ≤ C è |zn| ≤ B, è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèçìó ñ âåðøèíàìè

T
(j)
i =

C −B, i ≤ j,

−B, i > j,
j = 1, 2, . . . , n− 1,

T
(j+n−1)
i =

C +B, i ≤ j,

B, i > j,
j = 1, 2, . . . , n− 1,

T
(−j)
i = −T (j)

i , j = 1, 2, . . . , 2n− 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî M ⊂ MC è Mz ⊂ M , à çíà÷èò, çàäà÷à (4.4) ýêâèâà-

ëåíòíà çàäà÷å (4.3). Òàêèì îáðàçîì, íàõîæäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.3)

ñâåäåíî ê íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4), äëÿ êîòîðîé ìåòîä óñëîâ-

íîãî ãðàäèåíòà ïðèìåíèì.

Äâóõìåðíûé ñëó÷àé

Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî

çàòðóäíèòåëüíûì è íåýôôåêòèâíûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Ìåòîä óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ïðèìåíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ çàäà÷è ïîäàâëå-

íèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ïîñëå ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, â êî-

òîðîé èçîáðàæåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà ïåðåêðûâàþùèåñÿ áëîêè íåáîëüøîãî

ðàçìåðà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà âìåñòî êâàä-

ðàòíûõ áëîêîâ èñïîëüçóþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå áëîêè ñ

âûñîòîé (øèðèíîé) â îäèí ïèêñåëü.

Ïóñòü QH(z, u) � îïåðàòîð ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà íà èçîáðà-

æåíèè âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ z ïðè èçâåñòíîì èçîáðàæåíèè íèçêîãî ðàç-

ðåøåíèÿ u ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñëîâíîãî ãðàäèåíòà ñ ãîðèçîíòàëüíûìè

áëîêàìè, QV (z, u) � ñ âåðòèêàëüíûìè áëîêàìè.

Òîãäà ðåçóëüòàòîì ïîäàâëåíèÿ ýôôåêòà Ãèááñà ìû ñ÷èòàåì èçîáðà-

æåíèå [41]

z′ =
1

2
(QH(QV (z, u), u) +QV (QH(z, u), u)) .
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4.3 Ïðàêòè÷åñêèé âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ çàäà-

÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Äî ñèõ ïîð íå áûëà çàòðîíóòà çàäà÷à âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè

λ äëÿ çàäà÷ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé (3.5), (3.6).

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè âû-

áðàòü íåëüçÿ, òàê êàê çíà÷åíèå îøèáêè ïðèáëèæ¼ííî çàäàííîãî èçîá-

ðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ u íåèçâåñòíî. Äëÿ êàæäîãî èçîáðàæåíèÿ

ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè, ïðè êîòîðîì áóäóò íàèëó÷øèìè çíà÷åíèÿ ìåò-

ðèê îöåíêè êà÷åñòâà èçîáðàæåíèé, áóäåò ðàçëè÷àòüñÿ.

Òåì íå ìåíåå, ìîæíî îñóùåñòâèòü âûáîð ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè,

ïðè êîòîðîì êà÷åñòâî ðåçóëüòàòà ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

áóäåò áëèçêî ê íàèëó÷øåìó. Èñïîëüçóþòñÿ äâå ñòðàòåãèè âûáîðà ïàðà-

ìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè: ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè-

çàöèè íà îñíîâå èçîáðàæåíèé èç áàçû ýòàëîííûõ èçîáðàæåíèé è àäàï-

òèâíîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå àíàëèçà ñàìîãî

èçîáðàæåíèÿ.

Ïðåäâàðèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè

Â ðàçäåëå 3.2 áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûáîðà íàèëó÷øåé êîìáèíàöèè

íîðìû íåâÿçêè è ñòàáèëèçàòîðà. Â íåé èñïîëüçîâàëàñü áàçà ýòàëîííûõ

èçîáðàæåíèé, â êîòîðîé äëÿ êàæäîãî èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

áûëî èçâåñòíî ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ýòàëîííîå èçîáðàæåíèå âûñîêîãî

ðàçðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé ïàðû èçîáðàæåíèé âû÷èñëÿëîñü çíà-

÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, ìàêñèìèçèðóþùåãî ρSSIM ìåæäó ýòà-

ëîííûì èçîáðàæåíèåì âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòîì ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ.

Äëÿ âûáîðà ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå,

÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, ìàêñèìèçèðóþùåãî ρSSIM , áóäåò
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áëèçêî äëÿ âñåõ èçîáðàæåíèé èç îäíîãî êëàññà. Òàêèì îáðàçîì, äîñòà-

òî÷íî âû÷èñëèòü íàèëó÷øåå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ áà-

çû èçîáðàæåíèé îïðåäåë¼ííîãî êëàññà, à çàòåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííîå

çíà÷åíèå ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ âñåõ èçîáðàæåíèé ýòîò êëàññà.

Â òàáëèöàõ 4.1 è 4.2 ïðèâåäåíû ñðåäíèå ãåîìåòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàè-

ëó÷øèõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ íîðì

ïðîñòðàíñòâ è ñòàáèëèçàòîðîâ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

â 2, 3 è â 4 ðàçà, âû÷èñëåííûå äëÿ áàçû, ñîñòîÿùåé èç 124 ôîòîãðàôèé

ïðèðîäû è çäàíèé.

Óâåëè÷åíèå â 2 ðàçà â 3 ðàçà â 4 ðàçà
`````````````̀Ñòàáèëèçàòîð

Íîðìà ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,00328 0,01576 0,01215 0,07164 0,00624 0,01696

‖z‖TV 0,04936 0,58840 0,21240 0,60741 0,26688 0,35920

‖z‖BTV (p = 1) 0,04720 0,28412 0,10665 0,37071 0,13152 0,23600

‖z‖BTV (p = 2) 0,01124 0,11164 0,03636 0,08343 0,03024 0,06928

‖z‖BTV (p = 3) 0,01060 0,04492 0,02205 0,04968 0,01856 0,03696

Òàáëèöà 4.1: Ñðåäíèå ãåîìåòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàèëó÷øèõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè ïðè

èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ íîðì ïðîñòðàíñòâ è ñòàáèëèçàòîðîâ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ

íåçàøóìë¼ííûõ èçîáðàæåíèé â 2, 3 è â 4 ðàçà.

Óâåëè÷åíèå â 2 ðàçà â 3 ðàçà â 4 ðàçà
`````````````̀Ñòàáèëèçàòîð

Íîðìà ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2 ‖ · ‖1 ‖ · ‖2

‖∆z‖22 0,01556 0,48404 0,03645 1,92033 0,02912 2,15136

‖z‖TV 0,66348 6,75636 0,73980 10,24659 1,48672 14,57408

‖z‖BTV (p = 1) 0,35892 3,88072 0,50553 5,24529 0,79424 6,79312

‖z‖BTV (p = 2) 0,09628 1,32696 0,12663 1,39761 0,17952 1,80144

‖z‖BTV (p = 3) 0,05260 0,78588 0,05805 0,68310 0,08016 0,84352

Òàáëèöà 4.2: Ñðåäíèå ãåîìåòðè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàèëó÷øèõ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿðèçàöèè ïðè

èñïîëüçîâàíèè ðàçëè÷íûõ íîðì ïðîñòðàíñòâ è ñòàáèëèçàòîðîâ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ

çàøóìë¼ííûõ èçîáðàæåíèé â 2, 3 è â 4 ðàçà.

Àäàïòèâíîå âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè

Àëüòåðíàòèâîé ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè

ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå àíàëèçà ñàìîãî
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èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ u. Äàííûé ïîäõîä àíàëîãè÷åí ïîäõîäó

ïðåäâàðèòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè, íî ïðè ýòîì

áàçà èçîáðàæåíèé ñîñòîèò òîëüêî èç èçîáðàæåíèÿ u, âûñòóïàþùåãî â

ðîëè ýòàëîííîãî, è åãî óìåíüøåííîé âåðñèè.

Äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ èçîá-

ðàæåíèé ïðîèçâîëüíîãî êëàññà, îäíàêî âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû íà íà-

õîæäåíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ìîãóò ïðåâûøàòü çàòðàòû íà ñîá-

ñòâåííî ïîâûøåíèå ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé u.
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