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Ââåäåíèå

Äàííîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ÷àñòü ìàòåðèàëà ñïåöêóðñà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå

ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé¿, ÷èòàåìîãî íà òðåòüåì êóðñå áàêàëàâðè-

àòà ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ î÷åíü áûñò-

ðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé. Îäíàêî, íàðÿäó ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ ðàçðàáîòêè è àäàïòàöèè âñå íîâûõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ, âêëþ-

÷àÿ â òîì ÷èñëå è ìåòîäû ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, ýòî òðåáóåò îò ñòóäåíòîâ

îñâîåíèÿ ðÿäà áàçîâûõ êîíöåïöèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè

èçîáðàæåíèé. Â ïîñîáèè îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñàì ïðàêòè÷å-

ñêîãî ââåäåíèÿ â èñïîëüçîâàíèå êàê îäíîìåðíîãî è äâóõìåðíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèé Ôóðüå, òàê è èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ÿäðàìè Ôó-

ðüå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñó îïòèìàëüíîé îäíîâðåìåííîé ëî-

êàëèçàöèè èíôîðìàöèè â ïðîñòðàíñòâåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ: ñî-

îòíîøåíèþ íåîïðåäåëåííîñòè; ôóíêöèÿì Ãàáîðà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåò-

ñÿ ìèíèìóì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè; ôóíêöèÿì Ýðìèòà, ÿâëÿþ-

ùèìñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ðàññìîòðåíû

òàêæå ïðîñòåéøèå ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðå-

øåíèÿ èçîáðàæåíèé, âêëþ÷àÿ è ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû, è òåîðåìà

Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà êàê òåîðåòè÷åñêîå ñðåäñòâî îöåíêè âîçìîæíî-

ñòè ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé. Èçëîæåíèå áàçîâî âåäåòñÿ äëÿ

ñëó÷àÿ ôóíêöèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, ïåðåõîä ê äèñêðåòíûì ôóíê-

öèÿì ïðîâîäèòñÿ â îñíîâíîì êàê ñðåäñòâî èëëþñòðàöèè ïðàêòè÷åñêîãî

ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Â ðàñøèðåííîå èçäàíèå êíèãè äîáàâëåíà 6 ãëàâà, êðàòíî îïèñûâàþ-



7

ùàÿ íîâûå âîçìîæíîñòè êîìïüþòåðíîé îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæå-

íèé, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ, îáúåäèíÿþùèõ

íåéðîñåòåâûå è êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû. Îíà ÷àñòè÷íî îò-

ðàæàåò ìàòåðèàëû ñïåöêóðñà ¾Íåéðîñåòåâûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé¿, ïîääåðæèâàåìîãî ôîíäîì ¾Èíòåë-

ëåêò¿ â ðàìêàõ àêàäåìè÷åñêîé ïðîãðàììû ïî èñêóñòâåííîìó èíòåëëåê-

òó ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ èìåíè Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ãëàâà, â îòëè÷èå îò

îñòàëüíîãî ñîäåðæàíèÿ êíèãè, ñîäåðæèò ñïèñîê ëèòåðàòóðû, ïîçâîëÿþ-

ùèé áîëåå ñåðüåçíî óãëóáèòüñÿ â ýòó, ðàçâèâàþùóþñÿ â äàííîå âðåìÿ,

òåìàòèêó.

Õîòåëîñü áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü çà ìíîãîëåòíåå ñîòðóäíè÷åñòâî â

ïðåïîäàâàòåëüñêîé è èññëåäîâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè ê.ô.-ì.í., ñî-ðóêî-

âîäèòåëÿì ñòóäåí÷åñêîãî ó÷åáíîãî ñïåöñåìèíàðà ¾Îáðàáîòêà èçîáðàæå-

íèé è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå¿ ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ Íàñîíîâó

À.Â., Ñîðîêèíó Ä.Â., Õâîñòèêîâó À.Â., Ïàâåëüåâîé Å.À., Ï÷åëèíöåâó

ß.À. è àñïèðàíòàì Ïåíêèíó Ì.À., Æåáðèêó Ë.Ë.
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Ãëàâà 6

Êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå

ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé è

ãëóáîêîå îáó÷åíèå

×àñòî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ñ êîòîðûìè óæå íå îäèí ãîä

áîðîëèñü ó÷åíûå-ïðèêëàäíèêè, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: áåðåò-

ñÿ íàáîð äàííûõ (íàïðèìåð, ñíèìêîâ ñ ìåäèöèíñêîãî ïðèáîðà ñ èìåþ-

ùèìèñÿ ðåçóëüòàòàìè äèàãíîñòèêè âðà÷àìè), íà ýòèõ äàííûõ îáó÷àåòñÿ

êàêàÿ-íèáóäü íåéðîííàÿ ñåòü (òðàíñôîðìåð, . . . ). È íà äàííûõ, ñëàáî

îòëè÷àþùèõñÿ îò òðåíèðîâî÷íûõ, ýòà ñåòü î÷åíü óñïåøíî ðåøàåò çàäà-

÷ó. Íàìíîãî ëó÷øå, ÷åì ýòî ïîëó÷àëîñü ó �êëàññè÷åñêèõ� àëãîðèòìîâ

áåç ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ. Íî â ðåàëüíîñòè óñòîé÷èâîñòè ó íåéðîñåòåâîãî

ðåøåíèÿ íåò. Äëÿ àíàëîãè÷íûõ äàííûõ ñåòü äàåò íåïðàâèëüíûå îòâåòû

(�øàã-âëåâî, øàã-âïðàâî� � è âñå ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ïëîõî). Áîëåå òîãî

íåéðîííûå ñåòè ìîæíî çàñòàâèòü îøèáàòüñÿ î÷åíü ìàëåíüêèìè èçìåíå-

íèÿìè â äàííûõ. Ýòîãî íåò ó �êëàññè÷åñêèõ� àëãîðèòìîâ � îíè áîëåå

óñòîé÷èâû (âî ìíîãîì � èç-çà ìàëîïàðàìåòðè÷íîñòè èñïîëüçóåìûõ ìî-

äåëåé). Â ñâÿçè ñ ýòèì î÷åíü ïåðñïåêòèâíà èäåÿ îáúåäèíèòü íåéðîííûå

ñåòè, ïîçâîëÿþùèå äåëàòü òîíêóþ íàñòðîéêó íà ñïåöèôèêó êîíêðåòíûõ

äàííûõ, ñ àëãîðèòìàìè, ñîçäàííûìè ðàíåå è îñíîâàííûìè íà ìàòåìàòè-

÷åñêèõ ìîäåëÿõ, íàïðèìåð, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ. Îò-

ìåòèì, ÷òî åñòü íåñîìíåííàÿ íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷å-
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ñêèõ ìîäåëåé äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåéðîñåòåâûõ ìåòîäîâ. Îä-

íàêî è êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò ðÿä ñåðüåçíûõ íåäî-

ñòàòêîâ, ïðåîäîëåòü êîòîðûå òîæå ìîæíî íà îñíîâå ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ,

îñíîâàííûõ íà íåéðîñåòåâûõ ìåòîäàõ è èñïîëüçóþùèõ, â òî æå âðåìÿ,

ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè.

Ðàññìîòðèì êðàòêî îñíîâíûå èç ýòèõ íåäîñòàòêîâ êëàññè÷åñêèõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âîçíèêàþùèõ íà ïðàêòèêå:

� ×åëîâå÷åñêîå âîñïðèÿòèå íå îñíîâàíî íà ìåòðèêàõ. Ýòî ìîæíî ïðî-

èëëþñòðèðîâàòü ïðèìåðàìè íà Ðèñ. 6.1-6.5.

Ðèñ. 6.1: A

Ðèñ. 6.2: B

Ðèñ. 6.3: C

Ðèñ. 6.4: A
Ðèñ. 6.5: B

Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî åñëè îöåíèâàòü �íåïîõîæåñòü� ëîøàäè (A, ðèñ.
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6.1) è ìóæ÷èíû (B, ðèñ. 6.2) èëè ðûáû (A, ðèñ. 6.4) è äåâóøêè (B,

ðèñ. 6.5), òî îíè âåëèêè. Åñëè æå ìû çàõîòèì ïîñòðîèòü ìåòðèêó

ρ îöåíêè ïîõîæåñòè, òî äîáàâëåíèå äîïîëíèòåëüíîãî îáúåêòà - êåí-

òàâðà â ïåðâîì ñëó÷àå è ðóñàëêè � âî âòîðîì, ïîêàçûâàåò íåâûïîë-

íåíèå êëþ÷åâîãî ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîé ìåòðèêè � íåðàâåíñòâà

òðåóãîëüíèêà.

Ò.å. íåðàâåíñòâî ρ(A,C) + ρ(B,C) ⩾ ρ(A,B) íå âûïîëíÿåòñÿ!

Äàííûé ïðèìåð ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íàäóìàííûì, íî íà ñàìîì äåëå,

îí îòðàæàåò ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ. Íàïðèìåð, ïðè ïðîâåäåíèè äèà-

ãíîñòèêè ïàöèåíòà âðà÷îì ïî ìåäèöèíñêîìó ñíèìêó îí ïðè àíàëèçå

èçîáðàæåíèÿ âíóòðåííå îïåðèðóåò íåêîòîðûìè õàðàêòåðíûìè èçîá-

ðàæåíèÿìè, ðàíåå âñòðå÷àâøèìèñÿ íà ïðàêòèêå è èìåâøèìè ñâÿçü ñ

äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé î ïàöèåíòå � ðåçóëüòàìè àíàëèçîâ,

ñíèìêàìè ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ìåäèöèíñêèõ ìîäàëü-

íîñòåé, õàðàêòåðîì ïðîòåêàíèÿ çàáîëåâàíèÿ è ò.ä. Òàêèì îáðàçîì,

ñðàâíåíèå ïðîâîäèòñÿ îòíþäü íå òîëüêî ñî ñíèìêàìè çäîðîâûõ ïà-

öèåíòîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì èìåííî èñïîëüçîâàíèå ãèáðèäíûì ìåòîäîì äàííûõ,

ðàçìå÷åííûõ ÷åëîâåêîì, ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-

þùèå ÷åëîâå÷åñêîìó âîñïðèÿòèþ.

� Êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåíè-

åì ðåàëüíîãî ïðîöåññà èëè ÿâëåíèÿ, è îíè èìåþò ñåðüåçíûå îãðàíè-

÷åíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ äàííûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòåìàòè÷å-

ñêèå ìîäåëè íå ìîãóò ó÷èòûâàòü àáñîëþòíî âñåõ ôàêòîðîâ ÿâëåíèÿ,

òî åñòü íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð. Íåîáõîäèìàÿ òî÷íîñòü âû÷èñ-

ëåííîãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâåííî ïîâûøàåòñÿ, åñëè ãèáðèäíûé ìåòîä

îïèðàåòñÿ è íà ðåàëüíûå ðàçìå÷åííûå äàííûå.

� Ñóùåñòâóåò ñåðüåçíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ðåøåíèåì ïðÿìîé è îáðàòíîé

çàäà÷ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Äàííàÿ ïðîáëåìà êàæåòñÿ ìå-
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íåå î÷åâèäíîé ïðè îáîñíîâàíèè íåîáõîäèìîñòè ãèáðèäíîãî ïîäõîäà.

Ïðè ýòîì íàäî åùå ó÷èòûâàòü, ÷òî îáðàòíûå çàäà÷è ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ

íåêîððåêòíî�ïîñòàâëåííûìè. Îäíàêî äëÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçîâà-

íèå îáó÷åíèÿ íà äàííûõ î÷åíü ïåðñïåêòèâíî. Ãèáðèäíûå ìåòîäû â

êàêîì-òî ñìûñëå, ÿâëÿþòñÿ, íà ñóùåñòâåííî áîëåå âûñîêîì óðîâíå

ðàçâèòèÿ òåõíîëîãèé, îòñûëêîé ê ãðóáûì, íî ðàáîòàâøèì íà ïðàê-

òèêå ïîäõîäàì, êîãäà ÷åëîâåê ïðè ðåøåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè

ïðîñìàòðèâàë àëüáîì èçîáðàæåíèé îáðàçöîâ è íàõîäèë íàèáîëåå ñî-

îòâåòñòâóþùèé, ïî åãî ìíåíèþ, èññëåäóåìîìó.

Ìåíåå ïðèíöèïèàëüíûìè, íî âàæíûìè ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:

� Ïðîñòûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñëèøêîì ãðóáûå, â òî âðåìÿ êàê

ñëîæíûå ìîäåëè òðåáóþò ñëèøêîì ìíîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

� Äàæå ñëîæíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè èìåþò îòíîñèòåëüíî íåáîëü-

øîå êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ îïòèìèçàöèè, è äàæå â ýòîé ñèòóàöèè

÷àñòî î÷åíü ñëîæíî íàéòè ¾îïòèìàëüíîå¿ ðåøåíèå (ãëîáàëüíûé ýêñ-

òðåìóì ñîîòâåòñòâóþùåé âàðèàöèîííîé çàäà÷è). ×àñòî ýòî òîæå ñâÿ-

çàíî ñ òåì, ÷òî ìîäåëü íå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ýêñïåðèìåíòàëü-

íûì äàííûì. Íî, òåì íå ìåíåå, èññëåäîâàòåëü óïîðíî èùåò ýòî ¾îï-

òèìàëüíîå¿ ðåøåíèå, ÷åãî íèêîãäà íå äåëàåò íåéðîííàÿ ñåòü.

Êðàòêîé èëëþñòðàöèè íåêîòîðûõ îñíîâíûõ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ, íà-

ïðàâëåíèé ïî ñîçäàíèþ òàêèõ ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ

ãëàâà.

Ïîñëåäíèå íåñêîëüêî ëåò õàðàêòåðèçóþòñÿ î÷åíü áûñòðûì ðàçâèòè-

åì íåéðîñåòåâûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèõ, â òîì ÷èñëå, ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè, ïîñòðîåííûå äëÿ îïèñàíèÿ àíàëèçèðóåìîãî ïðîöåññà èëè îáúåê-

òà. Ïðèìåðîì ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííûå íåéðîííûå ñåòè

(PINN, Physics-Informed Neural Networks), êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñòðîèòü

íåéðîñåòåâîå ðåøåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
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íûõ. Ïðè ýòîì, ïðè îáó÷åíèè, â ôóíêöèè ïîòåðü ó÷èòûâàåòñÿ òðåáîâàíèå

óäîâëåòâîðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ñåòêå è åãî íà÷àëüíûõ

è êðàåâûõ óñëîâèé.

Áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïî ìíåíèþ ìíîãèõ àâòîðîâ ÿâëÿåòñÿ íîâûé ïîä-

õîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè òàê íàçûâàåìûõ íåéðîííûõ îïåðàòî-

ðîâ. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè íà ïðàêòèêå ÿâëÿþòñÿ íåéðîííûé

îïåðàòîð DeepONet [1] è íåéðîííûé îïåðàòîð Ôóðüå FNO [2]. Íåé-

ðîííûå îïåðàòîðû îñíîâûâàþòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû îá àïïðîê-

ñèìàöèè ïåðöåïòðîíîì ïðîèçâîëüíîãî íåïðåðûâíîãî íåëèíåéíîãî îïå-

ðàòîðà ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Îòìåòèì, ÷òî îáû÷íî íåéðîííûå

îïåðàòîðû ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ îïåðàòîðîâ, îñíîâàííûõ íà

èñïîëüçîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå îíè

ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíû è äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà çàäà÷, äëÿ êîòî-

ðûõ â ïðåäûäóùèå ãîäû áûëè ïðåäëîæåíû íåëèíåéíûå îïåðàòîðû (àëãî-

ðèòìû), ðåøàþùèå çàäà÷ó, íàïðèìåð, â êîìïüþòåðíîì çðåíèè, àíàëèçå

èçîáðàæåíèé è ò. ä. Ê ýòîìó æå ïîäõîäó ìîæíî îòíåñòè è ìåòîä ïîñòðî-

åíèÿ íåéðîííûõ îïåðàòîðîâ, âîçíèêøèé â 2024 ãîäó è îñíîâàííûé íà

èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà î ïðåäñòàâëåíèè, óòâåð-

æäàþùåé, ÷òî êàæäàÿ ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðå-

ìåííîé.

Ìû ðàññìîòðèì ýòè íàïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ìîäåëÿìè,

ñâÿçàííûìè ñ ïðèìåíåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðè-

ìåð, îáçîðû [3�5]). Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî êîíöåïöèÿ ãèáðèä-

íûõ ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííûõ íåéðîííûõ ñåòåé èñïîëüçóåòñÿ òàêæå

è â òðàíñôîðìåðàõ [6,7] è ìàìáå [8].
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6.1 Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå ÎÄÓ/Ó×Ï:Fλ[u](x) = f(x), x ∈ Ω

Bλ[u](x) = b(x), x ∈ ∂Ω
(6.1)

ãäå x � ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ êîîðäèíàòà, u � ðåøåíèå, λ �

ïàðàìåòð ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, à F è B � îáùèå íåëèíåéíûå äèôôå-

ðåíöèàëüíûé è ãðàíè÷íûé îïåðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî. Â ëèòåðàòóðå [9]

îáû÷íî óïîìèíàþòñÿ äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ (6.1) ñ ïîìîùüþ ñîâðåìåííûõ

ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ.

Îäèí èç íèõ � àïïðîêñèìàöèÿ ðåøåíèÿ u ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðèçî-

âàííîé ìîäåëè uθ (ãäå θ - ïàðàìåòðû). Ìîäåëü ñòðîèò ôèçè÷åñêè èíôîð-

ìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ïîñðåäñòâîì àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ, è èùåò θ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ ïîòåðü

[10,11]. Ïðåäñòàâèòåëüíîé ìîäåëüþ ÿâëÿþòñÿ ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàí-

íûå íåéðîííûå ñåòè (PINN) [10]. Èíîãäà ýòó ìîäåëü íàçûâàþò íåéðîí-

íûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Äðóãîé ñïîñîá � èçó÷åíèå îïåðàòîðà ðåøåíèÿ, êîòîðûé îòîáðàæàåò

f , b è/èëè λ â u ñ ïîìîùüþ íåéðîííîé ñåòè. Ïðåäñòàâèòåëüíûìè ìîäå-

ëÿìè ÿâëÿþòñÿ ãëóáîêèå îïåðàòîðíûå ñåòè (DeepONet) [1] è íåéðîííûå

îïåðàòîðû Ôóðüå (FNO) [2]. Èõ íàçûâàþò íåéðîííûìè îïåðàòîðàìè.

Ãëàâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó íåéðîííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿ-

ìè è íåéðîííûìè îïåðàòîðàìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïåðâûå íàöåëåíû

íà ðåøåíèå îäíîãî êîíêðåòíîãî ÎÄÓ/Ó×Ï, â êîòîðîì îáó÷åíèå íåéðîí-

íîé ñåòè äàåò ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, îòîáðàæàþùåå òî÷êó â òî÷êó, òî-

ãäà êàê âòîðûå íàöåëåíû íà ðåøåíèå ñåìåéñòâà ÎÄÓ/Ó×Ï, â êîòîðîì

íåéðîííàÿ ñåòü îòîáðàæàåò ôóíêöèè â ôóíêöèè.
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6.1.1 Ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííûå íåéðîííûå ñåòè

Ìåòîä PINN [10] ðåøàåò ïðîáëåìó, âêëþ÷àþùóþ (6.1), ïóòåì ìîäåëèðî-

âàíèÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ íåéðîííîé ñåòè, îáîçíà÷åííîé êàê

uθ, à çàòåì ìîäåëèðîâàíèÿ f è b ñ ïîìîùüþ Fλ[uθ] è Bλ[uθ] ïîñðåäñòâîì

àâòîìàòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Äèôôåðåíöèàëü-

íîå óðàâíåíèå ÿâíî êîäèðóåòñÿ ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ôèçè÷åñêè èíôîðìè-

ðîâàííîé ôóíêöèè ïîòåðü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(θ) =
wu
Nu

Nu∑
i=1

∥αi(uθ(xui )− ui)∥2

+
wf
Nf

Nf∑
j=1

∥βj(Fλ[uθ](xfj )− fj)∥2 (6.2)

+
wb
Nb

Nb∑
l=1

∥γl(Bλ[uθ](x
b
l )− bl)∥2,

ãäå wu, wf , wb � âåñà äîâåðèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñëàãàåìûõ â ôóíêöèè ïî-

òåðü, ∥·∥� íîðìà ℓ2 äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðîâ, {xui , ui}
Nu

i=1, {x
f
j , fj}

Nf

j=1,

{xbl , bl}
Nb

l=1, � äàííûå äëÿ u, f , b è αi, βj è γl � ëîêàëüíûå âåñà (íàïðèìåð,

âåñà âíèìàíèÿ íà îñíîâå àíàëèçà òî÷å÷íûõ îøèáîê), êîòîðûå óðàâíîâå-

øèâàþò âêëàä ïîòåðü òî÷åê îáó÷åíèÿ i, j è l ñîîòâåòñòâåííî.

Êîãäà ïàðàìåòð λ èçâåñòâåí, ãîâîðÿò, ÷òî ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ çàäà÷à

[10], è, ñîîòâåòñòâåííî, â ôóíêöèè ïîòåðü ïðîïàäàåò ïåðâîå ñëàãàåìîå.

Èíà÷å, åñëè ïàðàìåòð λ íåèçâåñòåí, òî Nu > 0 è ãîâîðÿò, ÷òî ðåøàåòñÿ

îáðàòíàÿ çàäà÷à [12].

Îäíîé èç íåîòúåìëåìûõ ïðîáëåì îáó÷åíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî îñòàòêè â êîíêðåòíûõ òî÷êàõ (òî åñòü, òî÷å÷íûå îøèáêè) ìî-

ãóò áûòü óïóùåíû ïðè âû÷èñëåíèè êóìóëÿòèâíîé ôóíêöèè ïîòåðü (ò.

å. ñóììèðîâàíèÿ èëè óñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé îñòàòêîâ). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé

ïðîáëåìû â íåñêîëüêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðåäëàãàëîñü ìàñøòàáèðîâàòü òî-

÷å÷íûå ÷ëåíû ôóíêöèè ïîòåðü ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíûõ ìíîæèòåëåé
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[13, 14]. Ëîêàëüíûå ìíîæèòåëè, òàêèå êàê âåñà îñòàòî÷íîãî âíèìàíèÿ

[14] èëè ñàìîàäàïòèâíûå âåñà [13], ïîêàçàëè çàìå÷àòåëüíóþ ýôôåêòèâ-

íîñòü â ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ è äðóãèõ çàäà÷àõ

êîíòðîëèðóåìîãî îáó÷åíèÿ. Ýòè âåñà óðàâíîâåøèâàþò âêëàä êîíêðåòíûõ

òî÷åê îáó÷åíèÿ â êàæäîì ÷ëåíå ïîòåðü, âûçûâàÿ îñòàòî÷íóþ îäíîðîä-

íîñòü.

Íåñìîòðÿ íà ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïîäõîäà, èñïîëüçîâàíèå àïïàðàòà ôè-

çè÷åñêè èíôîðìèðîâàííûõ íåéðîííûõ ñåòåé íå âñåãäà ýôôåêòèâíî. Òàê,

íàïðèìåð, â ðàáîòå [15], ãäå ñðàâíèâàëîñü ïðèìåíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ

ýëåìåíòîâ (FEM) è PINN äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ Ïóàññîíà â 1D, 2D è 3D, ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Àëëåíà-Êàíà

â 1D è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â 1D è

2D, áûëè ñäåëàíû ñëåäóþùèå âûâîäû:

� Ñ ó÷åòîì âðåìåíè ðåøåíèÿ è òî÷íîñòè PINN íå ìîãóò ïðåâçîéòè

FEM. Ðåøåíèÿ FEM, êàê ïðàâèëî, áûñòðåå, îáåñïå÷èâàÿ òó æå èëè

äàæå áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü.

� PINN õîðîøè äëÿ îáîáùåíèÿ íà áîëåå âûñîêèå èçìåðåíèÿ, ãäå êëàñ-

ñè÷åñêèå ìåòîäû (òàêèå êàê FEM) ÿâëÿþòñÿ íåïîìåðíî äîðîãèìè:

- íàïðèìåð, ó PINN íåò ïðèðîñòà âû÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòè äëÿ

óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïðè ïåðåõîäå èç 2D â 3D.

� Äëÿ îïðåäåëåííûõ êëàññîâ Ó×Ï, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìû êëàññè-

÷åñêèå ìåòîäû, PINN íå ìîãóò ïðåâçîéòè èõ.

Îäíàêî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå PINN ñîäåðæèò ìíîãî íþàíñîâ, è

ñóùåñòâóåò öåëûé ðÿä ïðèåìîâ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è òî÷íî-

ñòè. Îïèñàíèå íåêîòîðûõ èç ýòèõ ïðèåìîâ ïðèâåäåíî â [16]. Îòðàæåíèåì

áîëüøîé àêòèâíîñòè â ïðèìåíåíèè PINN â ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè

ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ðàáîòà [17], ãäå àíàëèçèðóþòñÿ áîëåå ÷åì 80 ðàáîò

â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ PINN äëÿ àíàëèçà ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé.
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Àïïàðàò PINN áûñòðî ðàçâèâàåòñÿ è ÷èñëî ïðèìåðîâ åãî èñïîëüçîâà-

íèÿ î÷åíü áûñòðî ðàñòåò. È áîëüøîãî ïðîãðåññà óäàåòñÿ äîáèòüñÿ, êî-

ãäà èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷è íå

î÷åíü òî÷íî îïèñûâàþòñÿ èñïîëüçóåìûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíè-

åì. Â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëåíèå â ôóíêöèþ ïîòåðü (6.2) åùå è íåâÿçêè ïî-

ëó÷àþùåãîñÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîçâîëÿåò ðàññìàò-

ðèâàòü íåéðîñåòåâîé ìåòîä êàê ýôôåêòèâíîå ðàñøèðåíèå êëàññè÷åñêîãî.

6.1.2 Íåéðîííûå îïåðàòîðû

Íåéðîííûå îïåðàòîðû (Neural Operators, NO) ðåøàþò (6.1) ïóòåì àï-

ïðîêñèìàöèè îïåðàòîðà ðåøåíèÿ, îáîçíà÷àåìîãî êàê Gθ, ñ èñïîëüçîâàíè-

åì íåéðîííûõ ñåòåé íà îñíîâå äàííûõ [1,2,18]. Â îòëè÷èå îò íåéðîííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ íåéðîííàÿ ñåòü îòîáðàæàåò

òî÷êó â òî÷êó, ò. å. ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ êîîðäèíàòó â çíà÷åíèå

ôóíêöèè, âû÷èñëåííîé â ýòîé êîîðäèíàòå, NO îñóùåñòâëÿþò îòîáðàæå-

íèÿ èç ôóíêöèé â ôóíêöèè, íàïðèìåð, îòîáðàæåíèå èç èñõîäíîé ïðàâîé

÷àñòè f â èñêîìîå ðåøåíèå u, è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê áûñòðûå ðåøà-

òåëè äëÿ ïðÿìûõ çàäà÷ è ôèçè÷åñêèå êîäèðîâùèêè [2,19] äëÿ îáðàòíûõ

çàäà÷. Îáîçíà÷èì âõîäíóþ ôóíêöèþ êàê v, à âûõîäíóþ ôóíêöèþ êàê u,

è òîãäà ôóíêöèþ ïîòåðü ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(θ) =
1

N

N∑
i=1

1

N i
u

N i
u∑

j=1

∥∥∥Gθ(vi)(x
j
i )− uji

∥∥∥2 , (6.3)

ãäå {vi, {xji , u
j
i}
N i

u

j=1}Ni=1 � äàííûå äëÿ îáó÷åíèÿ NO. Çäåñü N îáîçíà÷àåò

êîëè÷åñòâî ïàðíûõ äàííûõ äëÿ âõîäíîé ôóíêöèè v è âûõîäíîé ôóíê-

öèè u, v îáîçíà÷àåò äèñêðåòíîå ïðåäñòàâëåíèå v, è N i
u, i = 1, . . . , N �

êîëè÷åñòâî èçìåðåíèé äëÿ i-õ äàííûõ äëÿ u, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ êàê

{xji , u
j
i}, j = 1, . . . , N i

u.
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Íåéðîííûé îïåðàòîð DeepONet

Íåéðîííûé îïåðàòîð DeepONet áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [1]. Â äàëüíåé-

øåì áûë ïðåäëîæåí ðÿä åãî ìîäèôèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [18]). Îïèøåì

áàçîâóþ àðõèòåêòóðó ñåòè, îïèñàííóþ â îðèãèíàëüíîì âàðèàíòå íåéðîí-

íîãî îïåðàòîðà DeepONet [1].

Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå óíèâåðñàëüíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ïðåäëîæåííîé â ðàáîòå [20]:

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî σ � íåïðåðûâíàÿ íåïîëèíîìèàëüíàÿ

ôóíêöèÿ, X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, K1 ⊂ X, K2 ⊂ Rd � äâà êîì-

ïàêòà â X è Rd ñîîòâåòñòâåííî, V � êîìïàêò â C(K1), G � íåëèíåé-

íûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, îòîáðàæàþùèé V â C(K2). Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî ε > 0 ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà n, p è m, êîíñòàí-

òû cki , ξ
k
ij, θ

k
i , ζk ∈ R, wk ∈ Rn, xj ∈ K1, i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p, è

j = 1, . . . ,m òàêèå, ÷òî∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G(u)(y)−

p∑
k=1

n∑
i=1

cki σ

(
m∑
j=1

ξkiju(xj) + θki

)
︸ ︷︷ ︸

branch

σ(wk · y + ζk)︸ ︷︷ ︸
trunk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< ε, (6.4)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ u ∈ V è y ∈ K2. Çäåñü C(K) � áàíàõîâî ïðî-

ñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà K ñ íîðìîé

∥f∥C(K) = maxx∈K |f(x)|.
Àðõèòåêòóðà íåéðîííîé ñåòè, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå óðàâíåíèÿ (6.4),

è ñìûñë ãèïåðïàðàìåòðîâ n, p è m èëëþñòðèðóþòñÿ íà ðèñ. 6.6.

Àðõèòåêòóðà âêëþ÷àåò trunk (ìàãèñòðàëüíóþ) ñåòü, êîòîðàÿ ïðèíè-

ìàåò y â êà÷åñòâå âõîäà è íà âûõîäå äàåò âûõîäû [t1, t2, . . . , tp]
T ∈ Rp.

Â äîïîëíåíèå ê ìàãèñòðàëüíîé ñåòè åñòü p branch (âåòî÷íûõ) ñåòåé, è

êàæäàÿ èç íèõ ïðèíèìàåò [u(x1), u(x2), . . . , u(xm)]
T â êà÷åñòâå âõîäà è

âûäàåò íà âûõîäå ñêàëÿð bk ∈ R äëÿ k = 1, 2, . . . , p. Çàòåì ýòè âûõîäû
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Ðèñ. 6.6: Àðõèòåêòóðà ñåòè DeepONet [1]

îáúåäèíÿþòñÿ ïî àíàëîãèè ñ óðàâíåíèåì (6.4):

G(u)(y) ≈
p∑

k=1

bk(u(x1), u(x2), . . . , u(xm))︸ ︷︷ ︸
branch

tk(y)︸︷︷︸
trunk

.

Â îòëè÷èå îò òåîðåìû (6.4) äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòèâ ñåòè äîáàâ-

ëÿåòñÿ ñìåùåíèå b0 ∈ R íà ïîñëåäíåì ýòàïå: G(u)(y) ≈
∑p

k=1 bktk + b0.

Òàêæå ÷àñòî âìåñòî p âåòî÷íûõ ñåòåé èñïîëüçóåòñÿ îäíà âåòî÷íàÿ ñåòü,

äàþùàÿ íà âûõîäå âåêòîð [b1, b2, . . . , bp]
T ∈ Rp.

Åäèíñòâåííûì òðåáóåìûì óñëîâèåì íà ðàñïîëîæåíèå äàò÷èêîâ äàí-

íûõ (sensors) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ ìåñòîïîëîæåíèÿ {x1, x2, . . . , xm} îäèíà-
êîâû (íåîáÿçàòåëüíî íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå) äëÿ âñåõ âõîäíûõ ôóíêöèé

u, â òî âðåìÿ êàê íèêàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà âûõîäíûå ìåñòîïîëîæåíèÿ

y íå íàêëàäûâàþòñÿ (ðèñ. (6.7)). Îäíàêî äàæå ýòî îãðàíè÷åíèå ìîæíî

ñíÿòü, íàïðèìåð, èíòåðïîëèðóÿ u íà îáùèé íàáîð ìåñòîïîëîæåíèé äàò-

÷èêîâ èëè ïðîåöèðóÿ u íà íàáîð áàçèñíûõ ôóíêöèé, à çàòåì èñïîëüçóÿ

êîýôôèöèåíòû â êà÷åñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ u.

Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû óíèâåðñàëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ òðåáóþò êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ

K1 èK2. Äàííîå óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñåðüåçíûì è, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ïðåäúÿâëÿåò òðåáîâàíèÿ ê ïîñòàíîâêå ðåøàåìîé íåéðîííûì îïåðà-

òîðîì çàäà÷è. Â òî æå âðåìÿ, ïðè âûïîëíåíèè äàííîãî óñëîâèÿ ìîæíî
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Ðèñ. 6.7: Îáó÷àþùèå äàííûå äëÿ ñåòè DeepONet [1]

ïîëó÷àòü óñòîé÷èâîñòü íåéðîñåòåâîãî ðåøåíèÿ íå òîëüêî äëÿ ïðÿìîé, íî

è îáðàòíîé çàäà÷è.

Íåéðîííûé îïåðàòîð FNO

Íåéðîííûé îïðåðàòîð Ôóðüå FNO (Fourier Neural Operator) áûë ïðåäëî-

æåí â ðàáîòå [2]. Òåîðåòè÷åñêè îí ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé

ñëó÷àé îïåðàòîðà DeepONet [18], õîòÿ åãî àðõèòåêòóðà ìîòèâèðîâàíà

íåñêîëüêî èíûìè ñîîáðàæåíèÿìè.

Äëÿ çàäàííîãî Ó×Ï, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà a(Lau)(x) = f(x), x ∈ Ω,

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé, ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷å-

íî ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ôóíêöèåé Ãðèíà:

u∗(x) =

∫
Ω

Ga(x, y)f(y)dy.

Ýòî ðåøåíèå ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàííî íåéðîííîé ñåòüþ ñ ïàðà-

ìåòðîì θ

û(x) =

∫
Ω

Kθ(x, y, a(x), a(y))f(y)dy.

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî Kθ ÿâëÿåòñÿ ñâåðòêîé, ìîæíî ýôôåêòèâíî âû÷èñ-

ëÿòü ýòîò èíòåãðàë â ÷àñòîòíîì ïðîñòðàíñòâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå,
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Ðèñ. 6.8: Àðõèòåêòóðà ñåòè FNO [2]

ñóùåñòâåííî óìåíüøàÿ ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé äëÿ àðõèòåêòóðû FNO (ðèñ. (6.8)):

Âåðõíÿÿ ëèíèÿ ïåðåõîäîâ

1. Âõîä a(x) ïîäíÿòü â ïðèçíàêîâîå ïðîñòðàíñòâî áîëüøåé ðàçìåðíî-

ñòè ñ ïîìîùüþ íåéðîííîé ñåòè P .

2. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíèòü ñëîè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ è ôóíê-

öèé àêòèâàöèè.

3. Ñïðîåöèðîâàòü îáðàòíî â ïðîñòðàíñòâî öåëåâîé ðàçìåðíîñòè ñ ïî-

ìîùüþ íåéðîííîé ñåòè Q è âûâåñòè u.

Íèæíÿÿ ëèíèÿ ïåðåõîäîâ (àðõèòåêòóðà ñëîÿ Ôóðüå ñ âõîäîì v):

Ñâåðõó:

ïðèìåíèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F ;

ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå R ê íèæíèì ìîäàì Ôóðüå è îòôèëüòðîâàòü

âûñøèå ìîäû;

ïðèìåíèòü îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F−1.

Ñíèçó:

ïðèìåíèòü ëîêàëüíîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå W.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå Ôóðüå�ñëîåâ îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ èòåðàòèâíûì ïðîöåññîì

vt+1(x) = σ(Wvt(x) + F−1(R · F (vt))(x)),

ãäå F è F−1 - ïðÿìîå è îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå; W - ìàòðèöà

ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè; R - ÿäðî â ÷à-
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ñòîòíîé îáëàñòè, σ - íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ àêòèâàöèè.

6.1.3 Ìîäåëè ïðåäñòàâëåíèÿ

Ìíîãîñëîéíûé ïåðöåïòðîí (MLP)

Âûõîä y ìíîãîñëîéíîãî ïåðöåïòðîíà (Multi-Layer Perceptron, MLP) ìîæ-

íî îïèñàòü ñëåäóþùåé âëîæåííîé ôîðìóëîé, ãäå σ îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ

àêòèâàöèè, W (l) è b(l) � âåñà è ñìåùåíèÿ l-ãî ñëîÿ ñîîòâåòñòâåííî:

y(x) = σ(W (L)σ(W (L−1) . . . σ(W (1)x+ b(1)) · · ·+ b(L−1)) + b(L)).

Â ýòîé ôîðìóëå x = (x1, x2, . . . ) ïðåäñòàâëÿåò âõîäíîé âåêòîð, à L �

êîëè÷åñòâî ñëîåâ. Âûõîä êàæäîãî ñëîÿ ñëóæèò âõîäîì äëÿ ñëåäóþùåãî

ñëîÿ, äîñòèãàÿ êîíå÷íîãî âûõîäà y. Ýòà ñòðóêòóðà, â ñî÷åòàíèè ñ äîñòà-

òî÷íûì êîëè÷åñòâîì íåéðîíîâ è ïðàâèëüíûì âûáîðîì ôóíêöèè àêòèâà-

öèè, ïîçâîëÿåò MLP àïïðîêñèìèðîâàòü ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ íåïðåðûâ-

íóþ ôóíêöèþ íà êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ Rn, êàê óòâåðæäàåò òåî-

ðåìà îá óíèâåðñàëüíîé àïïðîêñèìàöèè [21]. Ýòà òåîðåìà ïîäêðåïëÿåò

ñïîñîáíîñòü íåéðîííûõ ñåòåé ìîäåëèðîâàòü ñëîæíûå íåëèíåéíûå îòíî-

øåíèÿ. Èìåííî êîìáèíàöèÿ ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííîãî ìàøèííîãî

îáó÷åíèÿ è ìíîãîñëîéíûõ ïåðöåïòðîíîâ ÷àùå âñåãî íàçûâàåòñÿ íåéðîí-

íûìè ñåòÿìè ñ ó÷åòîì ôèçèêè (PINN) (õîòÿ ñåòè, èñïîëüçóåìûå â PINN,

ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, íàïðèìåð, ñâåðòî÷íûìè).

Ñåòè Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà (KAN)

Ñåòè Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà (KAN) � ýòî íîâûé òèï íåéðîííûõ ñåòåé,

ñîçäàííûé íà îñíîâå òåîðåìû Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà î ïðåäñòàâëåíèè.

Ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî ëþáàÿ ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

f(x) = f(x1, x2, . . . ) â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

êàê êîíå÷íàÿ êîìïîçèöèÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé è

áèíàðíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ [22,23].
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Òåîðåìà Êîëìîãîðîâà-Àðíîëüäà [22, 23] èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìóëè-

ðîâêó.

Òåîðåìà. Åñëè f : [0, 1]n → R � ýòî ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, òî å¼ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå êîíå÷íîé êîìïîçèöèè íåïðåðûâíûõ

ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé è áèíàðíîé îïåðàöèè ñëîæåíèÿ. À èìåííî,

f(x1, ..., xn) =
2n+1∑
q=1

ϕq

n∑
p=1

ψq,p(xp), (6.5)

ãäå ϕq,p : [0, 1] → R è ψq : R → R.
Íàçîâåì ôóíêöèè ψ âíóòðåííèìè, à ϕ âíåøíèìè. Òîãäà â êà÷åñòâå

çàìå÷àíèé ê òåîðåìå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

� Âíåøíèõ ôóíêöèé ϕ òðåáóåòñÿ 2n+ 1, ãäå n � êîëè÷åñòâî ïåðåìåí-

íûõ èñõîäíîé ôóíêöèè f ;

� Âíóòðåííèå ôóíêöèè ψ ìîãóò áûòü âûáðàíû íåçàâèñèìî îò f , à

âíåøíèå ôóíêöèè ϕ çàâèñÿò îò êîíêðåòíîé f ;

� Òåîðåìà ðàáîòàåò äëÿ ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà êîìïàêòíûõ ìíî-

æåñòâàõ, òàêèõ êàê ãèïåðêóá [0, 1]n;

� Âñå ôóíêöèè â ïðåäñòàâëåíèè íåïðåðûâíû, íî íå îáÿçàòåëüíî ãëàä-

êèå (ìîãóò, íàïðèìåð, áûòü íèãäå íå äèôôåðåíöèðóåìûìè);

� Òåîðåìà äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèé äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ, íî

íå ïðåäîñòàâëÿåò àëãîðèòìà èõ ïîñòðîåíèÿ.

Â òåîðèè ýòîò ðåçóëüòàò, íåñìîòðÿ íà óêàçàííûå âûøå ïðîáëåìû, âû-

ãëÿäèò ìíîãîîáåùàþùèì, ïîñêîëüêó ïîçâîëÿåò ñâåñòè ìíîãîìåðíóþ çà-

äà÷ó ê ñåðèè îäíîìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ÷òî äîëæíî ñíèæàòü âû÷èñëè-

òåëüíóþ ñëîæíîñòü è îáëåã÷àòü ìîäåëèðîâàíèå ñëîæíûõ çàâèñèìîñòåé.
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Ìîòèâèðóÿñü ýòîé òåîðåìîé, àâòîðû [22] ïðåäëîæèëè àïïðîêñèìèðî-

âàòü f(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) ≈
∑nL−1

iL−1=1 ϕL−1,iL,iL−1

(
∑nL−2

iL−2=1 . . .
(∑n2

i2=1 ϕ2,i3,i2
(∑n1

i1=1 ϕ1,i2,i1
(∑n0

i0=1 ϕ0,i1,i0(xi0)
)))

. . .
)
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåòü KAN (KAN(x)), ãäå

L îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ñëîåâ, {nj}Lj=0 � êîëè÷åñòâî óçëîâ (òî åñòü íåé-

ðîíîâ) â j-ì ñëîå, à ϕi,j,k � îäíîìåðíûå ôóíêöèè àêòèâàöèè. Êîíêðåòíàÿ

ôîðìà êàæäîé ϕ(x) îïðåäåëÿåò âàðèàöèè ñðåäè ðàçëè÷íûõ àðõèòåêòóð

KAN.

Â îðèãèíàëüíîé ðåàëèçàöèè KAN [22] ïðåäëàãàëîñü îïðåäåëèòü ϕ(x)

êàê âçâåøåííóþ êîìáèíàöèþ áàçèñíîé ôóíêöèè b(x) è B-ñïëàéíîâ. Â

÷àñòíîñòè:

ϕ(x) = wbb(x) + wsspline(x),

ãäå áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ b(x) è ñïëàéí spline(x) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

b(x) =
x

1 + e−x
,

spline(x) =
∑
i

ciBi(x).

Çäåñü ci, wi è ws ÿâëÿþòñÿ îáó÷àåìûìè ïàðàìåòðàìè. Ñïëàéíû Bi(x)

õàðàêòåðèçóþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì ïîðÿäêîì k è ÷èñëîì òî÷åê ñåòêè g.

Ïðîòîòèï òàêîé KAN ñ ðàçìåðíîñòüþ âõîäíûõ äàííûõ n = 2, âû-

÷èñëèòåëüíûé ãðàô êîòîðîãî òî÷íî çàäàí óðàâíåíèåì (6.5), è ïðåäñòàâ-

ëÿþùèé ñîáîé äâóõñëîéíóþ íåéðîííóþ ñåòü ñ ôóíêöèÿìè àêòèâàöèè,

ðàçìåùåííûìè íà ðåáðàõ âìåñòî óçëîâ (íà óçëàõ âûïîëíÿåòñÿ ïðîñòîå

ñóììèðîâàíèå), è ñ øèðèíîé 2n+1 â ñðåäíåì ñëîå, ïðèâåäåí íà ðèñ. 6.9.
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Ðèñ. 6.9: Ñëåâà: ñõåìà ñåòè. Ñïðàâà: B-ñïëàéí ôóíêöèÿ àêòèâàöèè, ïîçâîëÿþùàÿ ïåðåêëþ-
÷àòüñÿ ìåæäó êðóïíîçåðíèñòûìè è ìåëêîçåðíèñòûìè ñåòêàìè (G - êîëè÷åñòâî èíòåðâàëîâ
íà ñåòêå). [22]

Ñ ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ êîíöåïöèè KAN â àïðåëå 2024 ãîäà èññëåäîâàòå-

ëè ïî âñåìó ìèðó àêòèâíî èçó÷àþò ðàçðàáîòêó ñåòåé è PINN íà èõ îñíî-

âå, àäàïòèðîâàííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé. Ñóùåñòâóåò äîâîëüíî

ìíîãî âàðèàöèé KAN, êîòîðûå ìîæíî ïðîòåñòèðîâàòü, ñì. ðåïîçèòîðèé

Github äëÿ êîëëåêöèè KAN (https://github.com/mintisan/awesome-kan).

Ñðåäè íèõ ìîæíî îòìåòèòü ñëåäóþùèå âàðèàöèè KAN, îñíîâàííûå íà

èñïîëüçîâàíèè âìåñòî Â-ñïëàéíîâ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

� ðàäèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé [24];

� âåéâëåòîâ [25];

� ïîëèíîìèàëüíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé [26], òàêèõ êàê ïîëèíîìû ×å-

áûøåâà [27] è îïèñàííûå â ãëàâå 3 ôóíêöèè Ýðìèòà.

Åñòü òàêæå ðàáîòû ïî îäíîâðåìåííîìó èñïîëüçîâàíèþ íåñêîëüêèõ âè-

äîâ ôóíêöèé â KAN [28].
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Àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ MLP è KAN â çàäà÷àõ ÷èñ-

ëåííîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è îïåðàòîðíûõ ñåòÿõ

áûë ñäåëàí â [29]. Ñõåìàòè÷åñêè ñîîòâåòñòâèå PINN, PIKAN (êîìáèíà-

öèè ôèçè÷åñêè èíôîðìèðîâàííîãî ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ è îðèãèíàëüíîé

KAN) è DeepONet ïðîèëëþñòðèðîâàíî íà ðèñ. 6.10. Íà ðèñóíêå ôóíêöèÿ

àêòèâàöèè äëÿ MLP â PINN è DeepONet âûáðàíà êàê ãèïåðáîëè÷åñêèé

òàíãåíñ òîëüêî äëÿ äåìîíñòðàöèè.

Ðèñ. 6.10: Èëëþñòðàöèÿ MLP è KAN äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñëåâà) è îïåðàòîð-
íûõ ñåòåé (ñïðàâà) [29]. Â êà÷åñòâå ìîäåëè ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îáó÷åíèÿ îïåðàòîðîâ âçÿòà
DeepONet.
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