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Ââåäåíèå

Äàííîå ïîñîáèå ñîäåðæèò ÷àñòü ìàòåðèàëà ñïåöêóðñà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå

ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé¿, ÷èòàåìîãî íà òðåòüåì êóðñå áàêàëàâðè-

àòà ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èìåíè

Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Ìåòîäû îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ î÷åíü áûñò-

ðî ðàçâèâàþùåéñÿ îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé. Îäíàêî, íàðÿäó ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ ðàçðàáîòêè è àäàïòàöèè âñå íîâûõ ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ, âêëþ÷àÿ

â òîì ÷èñëå è ìåòîäû ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ, ýòî òðåáóåò îò ñòóäåíòîâ îñâîå-

íèÿ ðÿäà áàçîâûõ êîíöåïöèé ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îáðàáîòêè èçîáðà-

æåíèé. Â ïîñîáèè îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî âîïðîñàì ïðàêòè÷åñêîãî ââå-

äåíèÿ â èñïîëüçîâàíèå êàê îäíîìåðíîãî è äâóõìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèé

Ôóðüå, òàê è èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ÿäðàìè Ôóðüå. Îñîáîå âíè-

ìàíèå óäåëåíî âîïðîñó îïòèìàëüíîé îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè èíôîð-

ìàöèè â ïðîñòðàíñòâåííîé è ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ: ñîîòíîøåíèþ íåîïðå-

äåëåííîñòè; ôóíêöèÿì Ãàáîðà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñîîò-

íîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè; ôóíêöèÿì Ýðìèòà, ÿâëÿþùèìñÿ ñîáñòâåí-

íûìè ôóíêöèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ðàññìîòðåíû òàêæå ïðîñòåé-

øèå ëèíåéíûå è íåëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæå-

íèé, âêëþ÷àÿ è ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû, è òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà-

Øåííîíà êàê òåîðåòè÷åñêîå ñðåäñòâî îöåíêè âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé. Èçëîæåíèå áàçîâî âåäåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ôóíê-

öèé íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòà, ïåðåõîä ê äèñêðåòíûì ôóíêöèÿì ïðîâî-

äèòñÿ â îñíîâíîì êàê ñðåäñòâî èëëþñòðàöèè ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ

ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Õîòåëîñü áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü çà ìíî-

ãîëåòíåå ñîòðóäíè÷åñòâî â ïðåïîäàâàòåëüñêîé è èññëåäîâàòåëüñêîé äå-
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Ãëàâà 1

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �

êëàññè÷åñêàÿ îñíîâà ìåòîäîâ

îáðàáîòêè ñèãíàëîâ

1.1 Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ðÿäû

Îïðåäåëåíèå 1. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ðÿäîì T (x) íàçûâàåòñÿ ðÿä âèäà

T (x) =
1

2
A0(x) +

∞∑
m=1

Am(x),

ãäå A0(x) = a0, An = an cosnx+bn sinnx. Ïðè ýòîì, n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà

ðÿäà T (x) èìååò âèä

sn(x) =
1

2
A0(x) +

n∑
m=1

Am(x).

Êîýôôèöèåíòû an è bn çàäàíû: ïåðâûå äëÿ n > 0, âòîðûå äëÿ n > 1.

Ìû äîîïðåäåëèì an, bn òàêæå äëÿ îñòàëüíûõ öåëûõ çíà÷åíèé n, ïîëîæèâ

a−n = an (n > 0), b0 = 0, b−n = −bn (n > 0),

è îáîçíà÷èì

cn =
1

2
(an − ibn),

òàê ÷òî

an = cn + c−n, bn = i(cn − c−n).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàïèñàòü ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà T (x) êàê

sn(x) = c0 +
n∑

m=1

{(cm + c−m) cosmx+ i(cm − c−m) sinmx} =

=
m=n∑
m=−n

cme
imx =

m=n∑
m=−n

cmem(x),

à ñàì ðÿä, êàê

T (x) =
∞∑
−∞

cne
inx =

∞∑
−∞

cnen(x).

Èñõîäíûé è ïîëó÷èâøèéñÿ ðÿäû íàçûâàþòñÿ äåéñòâèòåëüíûì è êîì-

ïëåêñíûì òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè, ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè òðèãî-

íîìåòðè÷åñêèé ðÿä èìååò ñóììîé ôóíêöèþ f(x), f(x) = lim
n→∞

sn(x), òî

åãî êîýôôèöèåíòû ìîãóò áûòü ïðîñòî âûðàæåíû ÷åðåç f(x) . Äîïóñòèì,

íàïðèìåð, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî:

Îïðåäåëåíèå 2. Ðÿä ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a, b], åñëè äëÿ

âñÿêîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ε ñóùåñòâóåò ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

n ≥ N è äëÿ âñåõ x èç îòðåçêà [a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖f(x)− sn(x)‖ ≤ ε.

Òîãäà, ïîìíîæèâ íà cosmx è íà sinmx èëè, â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå, íà

eimx, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî÷ëåííî îò −π äî π, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå ôîð-

ìóëû:

∫ π

−π
cosmx cosnxdx =


0,m 6= n,

π,m = n 6= 0,

2π,m = n = 0,

∫ π

−π
sinmx sinnxdx =


0,m 6= n,

π,m = n 6= 0,

0,m = n = 0,
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∫ π

−π
cosmx sinnxdx = 0,

∫ π

−π
ei(n−m)xdx =

0,m 6= n,

2π,m = n,

íàéäåì, ÷òî

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx,

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx, (1.1)

cn =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−inxdx.

Åñëè f äåéñòâèòåëüíà, òî an è bn äåéñòâèòåëüíû, à cn è c−n ÿâëÿþòñÿ

êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè. Åñëè f íå÷åòíà, òî an = 0 è

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx.

Åñëè f ÷åòíà, òî bn = 0 è ôîðìóëà äëÿ an ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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1.2 Ðÿä Ôóðüå è äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ôóíê-

öèè ïåðèîäà 2π

1.2.1 Ðÿä Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè ïåðèîäà 2π

Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f(x) ïåðèîäà 2π, è ìû õîòèì ïðåäñòà-

âèòü ýòó ôóíêöèþ â âèäå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà. Åñëè òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå âîçìîæíî, òî êîýôôèöèåíòû an è bn (cn) íåîáõîäèìî ïî-

ëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (1.1). Îïðåäåëåííûå ýòèì ñïîñîáîì êîýô-

ôèöèåíòû an è bn (cn) íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå äëÿ ôóíê-

öèè f(x), à òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ñ òàêèìè êîýôôèöèåíòàìè íàçûâà-

åòñÿ åå ðÿäîì Ôóðüå. Íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûì êëàññîì ôóíêöèé,

äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Ôóðüå, ÿâëÿþòñÿ

êóñî÷íî-ãëàäêèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 3. Ðàçðûâàìè ïåðâîãî ðîäà ôóíêöèè f(x) íàçûâàþòñÿ

òî÷êè x0, ãäå f(x0 − 0) = lim
x→x0, x<x0

f(x) 6= lim
x→x0, x>x0

f(x) = f(x0 + 0).

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèþ f(x) íàçûâàþò êóñî÷íî-ãëàäêîé íà îòðåçêå

[a, b], åñëè îíà ñàìà è åå ïðîèçâîäíàÿ ëèáî íåïðåðûâíû íà ýòîì îòðåçêå,

ëèáî äîïóñêàþò íà íåì êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçðûâîâ ïåðâîãî ðîäà.

Óòâåðæäåíèå 1. Ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïåðèîäà 2π, êóñî÷íî-ãëàä-

êîé íà ëþáîì êîíå÷íîì îòðåçêå, ñõîäèòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x, ïðè÷åì

åãî ñóììà ðàâíà f(x) â êàæäîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè è ðàâíà f(x+0)+f(x−0)
2

â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà. Åñëè f(x) âñþäó íåïðåðûâíà, òî ðÿä ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî (ò.å. ñõîäèòñÿ ðÿä èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí ÷ëåíîâ èñõîäíîãî

ðÿäà) è ðàâíîìåðíî.

1.2.2 Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ñèñòåìà ôóíêöèé {en | n ∈ Z} äèñêðåòíà � â íåå âõîäÿò òîëüêî öåëûå

¾÷àñòîòû¿ n. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, åñòåñòâåííî, ïðèõîäèòñÿ îãðàíè-

÷èâàòüñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè sN è êîíå÷íûì äèàïàçîíîì ÷àñòîò (÷ëå-

íîâ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå). Åñëè æå äèñêðåòèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ è
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ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííîé x, òî ìû ïðèõîäèì ê äèñêðåòíîìó ïðåîá-

ðàçîâàíèþ Ôóðüå (ÄÏÔ). Äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì

ðàñ÷åòà, íàçûâàåìûé áûñòðûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå (ÁÏÔ).

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ, ïîæàëóé, íàèáîëåå ðàñ-

ïðîñòðàíåííûì àëãîðèòìîì îáðàáîòêè ñèãíàëîâ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðíî-

ñòåé, â òîì ÷èñëå è èçîáðàæåíèé. Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, àðõèòåêòóðà ñèã-

íàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, ïî ñðàâíåíèþ ñ ìèêðîïðîöåññîðàìè îáùåãî ïðè-

ìåíåíèÿ, èìååò íåêîòîðûå îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñî ñòðåìëåíèåì ìàê-

ñèìàëüíî óñêîðèòü âûïîëíåíèå äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Äëÿ äâóõìåðíîãî ñëó÷àÿ èçîáðàæåíèé ïàðà ïðÿìîãî è îáðàòíîãî äèñ-

êðåòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

F (u, v) =
1

MN

M−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y)e−i2π(ux/M+vy/N),

u = 0, 1, 2, . . . ,M − 1, v = 0, 1, 2, . . . , N − 1,

è

f(x, y) =
M−1∑
u=0

N−1∑
v=0

F (u, v)ei2π(ux/M+vy/N),

x = 0, 1, 2, . . . ,M − 1, y = 0, 1, 2, . . . , N − 1.

Íàèáîëåå ÿðêèì ïðèìåðîì èñïîëüçîâàíèÿ ÄÏÔ ìîæåò ñëóæèòü ñòà-

äàðò êîìïðåññèè èçîáðàæåíèé JPEG. Áàçîâîé èäååé äàííîãî ñòàíäàðòà

ÿâëÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÿðêîñòíîãî è öâåòîâûõ êîìïîíåíò èçîáðàæå-

íèÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî êîñèíóñíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ÄÊÏ),

èñïîëüçóþùåãî ðàçëîæåíèå òîëüêî ïî ñèñòåìå èç êîñèíóñíûõ ôóíêöèé.

ÄÊÏ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ áëîêîâ ðàçáèåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ðàçìåðà 8õ8 ïèê-

ñåëåé. Ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû ÄÊÏ äàëåå êâàíòóþòñÿ è, â çàâèñèìî-

ñòè îò ñòåïåíè êîìïðåññèè, ïðè êîäèðîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ÷àñòü

áàçèñíûõ êîñèíóñíûõ ôóíêöèé ñ ìàêñèìàëüíûìè ìîäóëÿìè êîýôôèöè-

åíòîâ ðàçëîæåíèÿ. ÄÊÏ ëåæèò òàêæå â îñíîâå ñòàíäàðòîâ ñæàòèÿ âèäåî:

MPEG, H.264. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèÿ èíòåíñèâíîñòåé â êàæäîì èç



13

áëîêîâ ïðîâîäèòñÿ íåçàâèñèìî, â ñâÿçè ñ ÷åì ïðè âûñîêîé ñòåïåíè êîì-

ïðåññèè (ñîõðàíåíèè äëÿ áëîêà ìàëîãî ÷èñëà ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ

êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå è îáíóëåíèè îñòàëüíûõ) âîçíèêàåò áëî÷íûé

àðòåôàêò íà ãðàíèöàõ áëîêîâ. Â áëî÷íûé àðòåôàêò ñóùåñòâåííûé âêëàä

âíîñèò òàêæå îïåðàöèÿ êâàíòîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. Ýòîò ýôôåêò îñî-

áåííî çàìåòåí íà îáëàñòÿõ èçîáðàæåíèÿ ñ ïëàâíûìè èçìåíåíèÿìè ÿðêî-

ñòè è â âûñî÷àñòîòíûõ îáëàñòÿõ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñòàíäàðò JPEG

ïðåäóñìàòðèâàåò èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ôèëüòðîâ äëÿ ïîäàâëåíèÿ

áëî÷íûõ àðòåôàêòîâ, íî íà ïðàêòèêå ïîäîáíûå ôèëüòðû, íåñìîòðÿ íà èõ

âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü, ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóþòñÿ. Ïðèìåð èçîá-

ðàæåíèÿ ñ ÿðêî âûðàæåííûì áëî÷íûì àðòåôàêòîì, ïîÿâèâøèìñÿ ïðè

î÷åíü ñèëüíîé êîìïðåññèè èçîáðàæåíèÿ ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1.1.

Ðèñ. 1.1: Ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ ñ ïîÿâèâøèìñÿ ïðè JPEG - êîìïðåññèè áëî÷íûì àðòåôàêòîì

ÄÏÔ (ÁÏÔ), ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå 2π-ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f åå

ìàññèâ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå, ñóùåñòâåííî ðàññìàòðèâàåò f êàê ôóíê-

öèþ, çàäàííóþ íà âñåé ïðÿìîé. Ïðè ýòîì, ìû ìîæåì íàéòè ëîêàëüíûå õà-

ðàêòåðèñòèêè äèñêðåòèçàöèè ôóíêöèè f(x), yn = f(2πn/N), 0 6 n 6 N ,

� ïîëîæåíèÿ åå ýêñòðåìóìîâ, ïåðåñå÷åíèé íóëÿ è ò.ä., íî èíôîðìàöèÿ

î êîýôôèöèåíòàõ cn íåëîêàëüíà! Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîé

ôóíêöèè, çàäàííîé íà âñåé ïðÿìîé, â êà÷åñòâå ãåíåðèðóþùåãî åå ñèã-
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íàëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáîé îòðåçîê ýòîé ôóíêöèè äëèíû T . Ñî-

îòâåòñòâåííî, ðàññìàòðèâàÿ êîýôôèöèåíòû cn, â ïðèíöèïå íåâîçìîæíî

îïðåäåëèòü ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè f .

Ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ ðÿäà Ôó-

ðüå ÿâëÿåòñÿ èëëþñòðàöèåé ýòîãî:

Ïðèìåð.

Ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ

f(x) =


1
2(π − x), 0 < x < 2π,

0, x = 0,

f(x+ 2π), ∀x,

èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà Ôóðüå:

f(x) =
∞∑
n=1

1

n
sin(nx).

Êîýôôèöèåíòû cn = 1/n óáûâàþò î÷åíü ìåäëåííî ïðè n → ∞, è â

êàæäîé òî÷êå x 6= 0 (mod 2π) ïëîõàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ îñ-

öèëëÿöèÿìè sin(nx).

Äàííûé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò åùå îäíó íåïðèÿòíóþ îñîáåííîñòü ðÿ-

äà è äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå � îñöèëëÿöèè Ãèááñà. Îñöèëëÿ-

öèè Ãèááñà, îòêðûòûå Ãåíðè Óèëáðàõàìîì â 1848 ãîäó è ïåðåîòêðûòûå

÷åðåç ïîëâåêà Äæ. Óèëëàðäîì Ãèááñîì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñîáûé ñïî-

ñîá ïîâåäåíèÿ ðÿäîâ Ôóðüå êóñî÷íî-ãëàäêîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè íà

ðàçðûâå ôóíêöèè.

Ñõîäèìîñòü â òî÷êàõ ðàçðûâà îïðåäåëÿåòñÿ Óòâåðæäåíèåì 1, íî ÷à-

ñòè÷íûå ñóììû sN ðÿäà Ôóðüå ïðåâîñõîäÿò ìàêñèìóì ôóíêöèè, ðàâíûé

π/2, â íåêîòîðîé òî÷êå xN îêîëî íóëÿ ïðèáëèçèòåëüíî íà 9% è äàëåå àï-

ïðîêñèìèðóþò èñõîäíóþ ôóíêöèþ êàê çàòóõàþùèå âîëíû. Ýòîò ýôôåêò

àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè îòðåçêàìè ðÿäà Ôóðüå â àíãëîÿçû÷íîé ëèòå-

ðàòóðå íîñèò íàçâàíèå ¾ringing¿. Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå íàçâàíèå ýòîãî
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Ðèñ. 1.2: Ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ ñ ýôôåêòîì ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ ïðè àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèè êîíå÷íûìè ñóììàìè ðÿäà Ôóðüå

ýôôåêòà ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî, ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, êàê

¾ýôôåêò ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ¿. Ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ ñ ýôôåêòîì

ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1.2. Ýôôåêò âèäåí íà êîí-

òóðàõ èçîáðàæåíèÿ � ðåçêèõ èçìåíåíèÿõ èíòåíñèâíîñòè èçîáðàæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ýôôåêò õàðàêòåðåí äëÿ ðåçóëüòàòîâ êîìïðåññèè

èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà JPEG2000, ãäå êîìïðåññèÿ îñóùåñòâ-

ëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âåéâëåòîâ.
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1.3 Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ

ÿäðàìè Ôóðüå

1.3.1 Èíòåãðàë Ôóðüå êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ðÿäà Ôóðüå

Ïóñòü f(x) � ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x è êóñî÷íî-

ãëàäêàÿ íà êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå [−l, l]. Òîãäà íà êàæäîì òàêîì

îòðåçêå f(x) ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Ôóðüå

f(x) =
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cos
πnx

l
+ bn sin

πnx

l
),

ïðè÷åì

an =
1

l

l∫
−l

f(u) cos
πnu

l
du, (n = 0, 1, 2, . . .),

bn =
1

l

l∫
−l

f(u) sin
πnu

l
du, (n = 1, 2, . . .).

Òàêèì îáðàçîì,

f(x) =
1

2l

l∫
−l

f(u) du+
∞∑
n=1

1

l

l∫
−l

f(u) cos
πn

l
(u− x) du. (1.2)

Ïóñòü ñóùåñòâóåò èíòåãðàë

∞∫
−∞

|f(x)| dx.

Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëà (èíòåãðàëüíàÿ ôîðìóëà Ôóðüå):

f(x) =
1

π

∞∫
0

dω

∞∫
−∞

f(u) cosω(u− x) du =

=
1

2π

∞∫
−∞

dω

∞∫
−∞

f(u) cosω(u− x) du,
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à èíòåãðàë

1

π

∞∫
0

dω

∞∫
−∞

f(u) cosω(u− x) du,

íàçûâàþò èíòåãðàëîì Ôóðüå.

Ïðèâåäåì ñîîáðàæåíèÿ, ïîÿñíÿþùèå èäåþ ïîëó÷åíèÿ ýòîé ôîðìóëû.

Èç (1.2), ïðè l→∞ (x � ôèêñèðîâàíî) ïîëó÷àåì:

f(x) = lim
l→∞

∞∑
n=1

1

l

l∫
−l

f(u) cos
πn

l
(u− x) du.

Ïîïûòàåìñÿ óñòàíîâèòü, âî ÷òî ïåðåéäåò â ïðåäåëå ñóììà ñïðàâà. Ñ ýòîé

öåëüþ îáîçíà÷èì:

ω1 =
π

l
, ω2 =

2π

l
, . . . , ωn =

nπ

l
, . . . ,

∆ωn = ωn+1 − ωn =
π

l
.

Òîãäà èíòåðåñóþùàÿ íàñ ñóììà áóäåò èìåòü âèä

1

π

∞∑
n=1

∆ωn

l∫
−l

f(u) cosωn(u− x) du,

íàïîìèíàþùèé èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ ôóíêöèè ïåðåìåííîãî ω

1

π

∞∫
−∞

f(u) cosω(u− x) du,

ñîñòàâëåííóþ äëÿ ïðîìåæóòêà [0,∞), ÷òî è ïîçâîëÿåò îæèäàòü âûïîë-

íåíèÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Ôóðüå.
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1.3.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Èñõîäÿ èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Ôóðüå

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

dω

∞∫
−∞

f(u) cosω(u− x) du,

è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ íå÷åòíîé ôóíêöèè f(u) sinω(u− x)

0 =
1

2π

∞∫
−∞

dω

∞∫
−∞

f(u) sinω(u− x) du,

ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëàäûâàÿ ïåðâóþ èç ýòèõ ôîðìóë ñî âòîðîé, óìíî-

æåííîé íà i, ÷òî

f(x) =
1

2π

∞∫
−∞

dω

∞∫
−∞

f(u)eiω(u−x)du.

Äàííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíîé ôîðìóëîé Ôóðüå â êîì-

ïëåêñíîé ôîðìå.

Åñëè îáîçíà÷èòü

F (ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(u)e−iωudu, (1.3)

òî ïîëó÷àåì, ÷òî

f(x) =
1√
2π

∞∫
−∞

F (ω)eiωxdω. (1.4)

Ýòè ôîðìóëû îáðàçóþò ïàðó âçàèìíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå, ïðè÷åì

ôóíêöèþ F (ω) íàçûâàþò ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f(x). Ôîð-

ìóëà (1.4) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èëè

îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.
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Ôîðìóëà

F (ω) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(u)e−iωudu,

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà îòíî-

ñèòåëüíî ôóíêöèè f(u). Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ äàåò ðåøåíèå ýòîãî èíòå-

ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Èç èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Ôóðüå ìîæíî ïîëó÷èòü òàê íàçûâàåìûå

ñèíóñ- è êîñèíóñ- ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Íàïðèìåð, ñ÷èòàÿ f(u) íå÷åòíîé íà (−∞,∞), ïîëó÷àåì ïàðó âçàèì-

íûõ ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå:

Fs(ω) =

√
2

π

∞∫
0

f(u) sinωu du,

è

f(x) =

√
2

π

∞∫
0

Fs(ω) sinωx dω.

1.3.3 Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ÿäðàìè Ôóðüå

Îáñóäèì âîïðîñ íàëè÷èÿ ôîðìóë îáðàùåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-

ðàçîâàíèé, àíàëîãè÷íûõ ïîëó÷åííûì âûøå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì ïîëóïðÿìóþ (0,∞) è ââåäåì

Îïðåäåëåíèå 4. Èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà ïîëóïðÿìîé áóäåì

íàçûâàòü èíòåãðàë âèäà

If(α) =

∞∫
0

K(x, α)f(x) dx, (1.5)

ãäå f(x) ∈ =, = - íåêîòîðûé ôóíêöèîíàëüíûé êëàññ, à K(x, α) - èçâåñò-

íàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ïðèìåðû èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

� Ïðè K(x, α) = xα−1, If(α) � ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà.
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� Ïðè K(x, α) = e−αx, If(α) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

� Ïðè K(x, α) = cos(αx), If(α) � êîñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Âûðàæåíèå (1.5) ìîæíî òàêæå ïåðåïèñàòü êàê

If = Lf,

ãäå L � ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ïðàâîé ÷àñòüþ

(1.5). Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü ôóíêöèîíàëüíûå êëàññû B òàêèå, ÷òî

äëÿ ëþáîãî If ∈ B ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå f(x) ∈ =. Â ðÿäå

ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî L � íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð èç = â

B. Òîãäà

f = L−1If .

Ïóñòü L−1 òàêæå èìååò âèä èíòåãðàëüíîãî, ò.å.

f(x) =

∞∫
0

H(α, x)If(α) dα. (1.6)

Îïðåäåëåíèå 5. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

H(α, x) = K(α, x),

äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.6), ôóíêöèÿ K(α, x) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì

Ôóðüå.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé K(x, α) = K(αx) = K(α, x).

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ K(x) ÿâëÿëàñü ÿäðîì Ôóðüå

íåîáõîäèìî, ÷òîáû åå ïðåîáðàçîâàíèå Ìåëëèíà

K(s) =

∞∫
0

K(x)xs−1dx
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óäîâëåòâîðÿëî ðàâåíñòâó

K(s)K(1− s) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óìíîæèì îáå ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (1.5) íà αs−1 è ïðî-

èíòåãðèðóåì îò 0 äî ∞.

I(s) ≡
∞∫

0

If(α)αs−1dα =

=

∞∫
0

αs−1

∞∫
0

K(αx)f(x) dx dα =

∞∫
0

f(x)

∞∫
0

K(αx)αs−1 dα dx.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé u = αx, ïîëó÷èì

I(s) =

∞∫
0

f(x) dx

∞∫
0

K(u)us−1x−s du =

∞∫
0

f(x)x−s dxK(s).

Ñëåäîâàòåëüíî,

F(1− s)K(s) = I(s). (1.7)

Ïðîäåëàâ òå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ôîðìóëû (1.6), ïîëó÷èì, ÷òî

I(1− s)K(s) = F(s),

÷òî ïîñëå çàìåíû s íà (1− s) ïðèâîäèò ê

I(s)K(1− s) = F(1− s).

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷èâøåãîñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ F(1 − s) â (1.7) çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

1.3.4 Ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè

Â ðÿäå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî óäîáíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå âìåñòî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ÷èñòî âåùåñòâåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ýòîìó òðåáî-
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âàíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè, êîòîðîå äëÿ ôóíêöèè f(t)

èìååò âèä:

H(ω) = {Hf}(ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(t)cas(ωt) dt.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ¾cas¿ (cosine-and-sine):

cas(t) = cos(t) + sin(t) =
√

2π sin(t+ π/4) =
√

2π cos(t− π/4).

Ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

ñ ÿäðîì Ôóðüå, è ôîðìóëà åãî îáðàùåíèÿ èìååò âèä f(t) = {H{Hf}}.
Ëåãêî ïîêàçàòü ñâÿçü èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â ñèììåò-

ðè÷íîé ôîðìå F (ω) è èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Õàðòëè:

F (ω) =
H(ω) +H(−ω)

2
− iH(ω)−H(−ω)

2
;

ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè ðàâíî ðàçíîñòè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòåé

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

{Hf} = <{Ff} − ={Ff}.

Îòìåòèì, ÷òî íàðÿäó ñ î÷åâèäíûì ïðåèìóùåñòâîì âåùåñòâåííîñòè, èí-

òåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Õàðòëè îáëàäàåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì

àëãîðèòìîì áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ àë-

ãîðèòìà áûñòðîãî âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà (â îáëàñòè îáðà-

áîòêè èçîáðàæåíèé íàçûâàåìîãî òàêæå ïðåîáðàçîâàíèåì Õàôà).

1.3.5 Âçâåøåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Çà ñ÷åò î÷åíü áîëüøîé èçáûòî÷íîñòè, êîäèðóÿ ôóíêöèþ îäíîãî äåéñòâè-

òåëüíîãî ïåðåìåííîãî äâóìåðíîé ôóíêöèåé (âçâåøåííîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå)

Gf(ω, s) =
1√
2π

∞∫
−∞

f(x)g(x− s)e−iωxdx,
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ìû ìîæåì äîáèòüñÿ ëó÷øåé ëîêàëèçàöèè ïî ïîëó÷àåìîé èíôîðìàöèè î

ñïåêòðå � ìîäóëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå

íàçûâàåòñÿ îêîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Ïðè ýòîì, îêîííàÿ ôóíê-

öèÿ g(x) äîëæíà áûòü íîðìèðîâàííîé:

∞∫
−∞

g(x) dx = 1.

Îíà äîëæíà èìåòü ëèáî êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ñîäåðæàùèé 0, íàïðèìåð

g(x) =

1/(2h), x ∈ [−h, h],

0, x /∈ [−h, h],

ëèáî áûòü ñîñðåäîòî÷åííîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ â êîíå÷íîé

îêðåñòíîñòè 0, êàê íàïðèìåð Ãàóññîâñêîå îêíî

g(x) = Nσ,0(x) =
1√
2πσ

e(− x2

2σ2
).

Ïðè ýòîì øèðèíà îêíà (øèðèíà îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ïî x) ÷àñòîòíîé

èíôîðìàöèè Gf(ω, s) â òî÷êå s îïðåäåëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, âåëè÷èíà-

ìè h è σ. Ýòè âåëè÷èíû äîëæíû ñîãëàñîâàòüñÿ ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé

ñèãíàëà (ôóíêöèè f).
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Ãëàâà 2

Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

2.1 Îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Îòìåòèì, ÷òî ïîä ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ïîíèìàåòñÿ êàê ñèììåòðè÷íàÿ

(ñ òî÷êè çðåíèÿ âèäà íîðìèðîâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà ïåðåä èíòåãðàëîì)

ôîðìà (1.3), (1.4), òàê è íåñèììåòðè÷íàÿ:

f̂(ω) =

∞∫
−∞

f(t)e−iωt dt, (2.1)

f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

f̂(ω)eiωt dω.

Òàêæå, îñîáåííî â çàïàäíîé òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, ÷àñòî ïðè çàïèñè

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ìíèìàÿ åäèíèöà çàïèñûâàåòñÿ íå êàê i, à êàê j.

Ïðèâåäåì ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è åãî âèçóàëè-

çàöèè äëÿ ôóíêöèè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2.1, èãðàþùèé âàæíóþ ðîëü

â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, è êîòîðûé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì

ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå äëÿ ýòîé ôóíêöèè â ôîðìå çàïèñè (1.3)

F (ω) =

∞∫
−∞

f(x)e−2πiωx dx = A

∫ W

0

e−2πiωx dx =

= − −A
2πiω

[e−2πiωx]W0 = AW sinc(ωW )e−iπωW .
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Ðèñ. 2.1: Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îòðåçêà [0,W ] àìïëèòóäû A

Îáû÷íî, êàê â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, òàê è â äâóõìåðíîì, ïðè âèçóàëè-

çàöèè ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èñïîëüçóþò åãî ìîäóëü.

Ñîîòâåòñòâåííî, |F (u)| = |AW sinc(uW )e−iπuW |. Ïîëó÷åííûé ìîäóëü

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.2.

Ðèñ. 2.2: Ìîäóëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè f(x) îòðåçêà [0,W ].

Îñíîâûå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äîêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî

ïðîñòî. Òàáëèöà ýòèõ ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (2.1) ïðèâåäåíà äëÿ

íåñèììåòðè÷íîé ôîðìû åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Òàáëèöà 2.1: Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ñâîéñòâî Ôóíêöèÿ Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå f(x) f̂(ω)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå f̂(x) 2πf(−ω)

Ñäâèã f(x− u) e−iuωf̂(ω)

Ìîäóëÿöèÿ eiξxf(x) f̂(ω − ξ)
Ìàñøòàáèðîâàíèå f(x/s) |s| f̂(sω)

Ïðîèçâîäíàÿ f (p)(x) (iω)pf̂(ω)

Ïðîèçâîäíàÿ ïî ÷àñòîòå (−ix)pf(x) f̂ (p)(ω)

Êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå f∗(x) f̂∗(−ω)

Ýðìèòîâà ñèììåòðèÿ f(x) ∈ R f̂(−ω) = f̂∗(ω)
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2.1.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè è âçàèìíîé êîððåëÿöèè ôóíêöèé

Âàæíûìè ñ òî÷êè çðåíèÿ îáðàáîòêè è àíàëèçà ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé

ÿâëÿþòñÿ òàêæå òåîðåìà î ñâåðòêå è ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ. Èõ äîêà-

çàòåëüñòâà èñïîëüçóþò ïðåäïîëîæåíèå îá àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè

ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, íåîáõîäèìîå äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ òåîðåìû

Ôóáèíè.

Òåîðåìà Ôóáèíè. Åñëè
∞∫
−∞

( ∞∫
−∞
|f(x1, x2)| dx1

)
dx2 <∞, òî

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x1, x2) dx1dx2 =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(x1, x2) dx1

 dx2 =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(x1, x2) dx2

 dx1.

Òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ñâåðòêè

Ñâåðòêà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ áàçîâîé îïåðàöèåé, âûïîëíÿåìîé ïðè îá-

ðàáîòêå ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé. Ïðåæäå âñåãî, îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

ôèëüòðàöèè ñèãíàëîâ, ïîäàâëÿÿ èëè âûäåëÿÿ èõ òðåáóåìûå ÷àñòîòíûå

õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò âûáîðà ôóíêöèè, ñ êîòîðîé

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñâåðòêà ñèãíàëà (âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ íàçûâàåìîé

ôèëüòðîì). Íàèáîëåå ïðîñòûì ïðèìåðîì òàêîé ôèëüòðàöèè ÿâëÿåòñÿ

âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñèãíàëà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàññìàò-

ðèâàåìîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå. Ñâåðòêîé ôóíêöèé f è h íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

(f ∗ h)(x) =

∞∫
−∞

f(x− u)h(u) du.

Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L1(R) è h ∈ L1(R). Òîãäà ôóíêöèÿ g = (f ∗ h) ∈
L1(R) è ĝ(ω) = f̂(ω)ĥ(ω).
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Äîêàçàòåëüñòâî.

ĝ(ω) =

∞∫
−∞

e−iωx

 ∞∫
−∞

f(x− u)h(u) du

 dx.

Ïîñêîëüêó f(x− u)h(u) ∈ L1(R2), òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó Ôó-

áèíè è, ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé t = x− u, ïîëó÷àåì

ĝ(ω) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−i(u+t)ωf(t)h(u) dudt =

=

 ∞∫
−∞

e−iωtf(t) dt

 ∞∫
−∞

e−iωuh(u) du

 .

Òàêàÿ æå òåîðåìà âåðíà è â äâóõìåðíîì ñëó÷àå. Îíà ïîçâîëÿåò èçìå-

íèòü ñõåìó âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè, íàïðèìåð ïðè ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèÿ

I, èñïîëüçóÿ ôèëüòð H. Ïðè ýòîì, îïåðàöèÿ âû÷èñëåíèÿ ñâåðòêè èçîáðà-

æåíèé I è H ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèé (ïðå-

îáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîçíà÷åíî ñèìâîëîì F , à îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå êàê F−1 ):

I,H → F (I ),F (H ) → F (I )F (H ) → I ∗H = F−1 (F (I )F (H ))

È, íà ïðàêòèêå, êîãäà äëÿ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ (èçîáðàæåíèé) èñ-

ïîëüçóåòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåí-

íî óñêîðèòü âû÷èñëåíèå äîñòàòî÷íî òðóäîåìêîé îïåðàöèè ñâåðòêè, ïðè-

ìåíÿÿ àëãîðèòìû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî

â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî íåáîëüøîãî íîñèòåëÿ (ðàçìåðà) ôèëüòðà (íàïðèìåð

3×3 èëè 5×5), ñâåðòêà âû÷èñëÿåòñÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå. Óñêîðåíèå âû÷èñëåíèé äîñòèãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ôèëüòðîâ

ñ áîëüøèìè ðàçìåðàìè íîñèòåëåé.
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Âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîíàÿ ôóíêöèÿ

×àñòî ïðè àíàëèçå ñèãíàëîâ èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå èõ âçàèìíîé êîððå-

ëÿöèîíîé ôóíêöèè (correlation function). Åå òàêæå íàçûâàþò ôóíêöèåé

âçàèìíîé êîððåëÿöèè. Ââåäåì åå äëÿ ñëó÷àÿ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé f

è h:

g(x) = (f ⊗ h)(x) =

∫ ∞
−∞

f(u− x)h(u) du =

∫ ∞
−∞

f(u)h(u+ x) du.

Î÷åâèäíà ñâÿçü ýòîé âåëè÷èíû ñî ñâåðòêîé ôóíêöèé:

f(u) ∗ h(u) = f(−u)⊗ h(u). (2.2)

Íî, â îòëè÷èå îò ñâåðòêè, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíîñòü

(f ∗ h)(x) =

∞∫
−∞

f(x− u)h(u) du =

∞∫
−∞

h(x− u)f(u) du = (h ∗ f)(x),

âçàèìíàÿ êîððåëÿöèîíàÿ ôóíêöèÿ òàêèì ñâîéñòâîì íå îáëàäàåò:

g(x) = (f ⊗ h)(x) =

∫ ∞
−∞

f(u− x)h(u) du =

∫ ∞
−∞

f(u)h(u+ x) du 6=

6=
∫ ∞
−∞

h(u− x)f(u) du = (h⊗ f)(x) = g(−x).

Â ýòîì ñìûñëå õîðîøåé èäååé ÿâëÿåòñÿ ïðî÷òåíèå ôîðìóëû f⊗h êàê ¾f
ñêàíèðóåò h¿>. Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàïèñàííîé âûøå ôîðìóëîé f ñêàíè-

ðóåò h äëÿ âû÷èñëåíèÿ g, ïîñêîëüêó h îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, â òî âðåìÿ

êàê f äâèãàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè x.

Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (2.2) òåîðåìà î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ñâåðòêè

ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ è íà ñëó÷àé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âçàèìíîé êîððå-

ëÿöèîíîé ôóíêöèè.

Ïðè àíàëèçå ñèãíàëîâ ÷àñòî òàêæå èñïîëüçóåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííàÿ

ôóíêöèÿ f ⊗ f , êîòîðàÿ, íàïðèìåð, ïîìîãàåò íàõîäèòü ïîâòîðÿþùèåñÿ

ó÷àñòêè ñèãíàëà.
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2.1.2 Ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ. Óñòîé÷èâîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â L2

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ áàçîâûì ïîíÿòèåì â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ

è ÿâëÿåòñÿ ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì èíñòðóìåíòîì îáðàáîòêè è àíàëè-

çà èçîáðàæåíèé. Ïî÷åìó, íàïðèìåð, ìû ïðàêòè÷åñêè íå âèäèì èñïîëüçî-

âàíèÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðèñóòñòèåì âåùåñòâåííîãî ñëàãàåìîãî â ýêñïî-

íåíöèàëüíîì ìíîæèòåëå?

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ôóíêöèè âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé f(t)

(¾îðèãèíàë¿>) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ L(p) (¾èçîáðàæåíèå¿) êîìïëåêñíîé

ïåðåìåííîé p = σ + iτ , òàêàÿ ÷òî:

L(p) =

∞∫
0

f(t)e−pt dt. (2.3)

Îäíîé èç îñîáåííîñòåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, êîòîðûå ïðåäîïðå-

äåëèëè åãî øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â íàó÷íûõ è èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ

â äîêîìïüþòåðíóþ ýïîõó, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìíîãèì ñîîòíîøåíèÿì è îïå-

ðàöèÿì íàä îðèãèíàëàìè ñîîòâåòñòâóþò áîëåå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèÿ íàä

èõ èçîáðàæåíèÿìè. Ïðàêòè÷åñêè, áîëüøèíñòâî èç åãî ñâîéñòâ ñîâïàäàþò

ñî ñâîéñòâàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è, íàïðèìåð, ñâåðòêà äâóõ ôóíê-

öèé ñâîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ê îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, à ëè-

íåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè. Íî

ýôôåêòèâíî ðàáîòàòü ñ ñèãíàëàìè, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ íà

îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, íå ïîëó÷àåòñÿ. Ñâÿçàíî ýòî ñî ñëåäóþùè-

ìè âçàèìîñâÿçàííûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûìè â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå íå îáëàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà:

1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíè-

åì ñ ÿäðîì Ôóðüå. Ó íåãî íåò ôîðìóëû îáðàùåíèÿ, ïîçâîëÿþùåé âû÷èñ-

ëÿòü îðèãèíàë ïî åãî èçîáðàæåíèþ. Ïðîáëåìà îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ëàïëàñà ïðè êîìïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèÿõ ïðàêòè÷åñêè íå ðåøàåìà.
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2. Ó ïðåáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íåò áàçèñà èç ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé â L2

â îòëè÷èå îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå � ôóíêöèè Ýðìèòà, áóäóò ðàññìîòðåíû äàëåå â ãëàâå 3).

3. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëà â L2 ïî èçîáðàæåíèþ èç L2 äëÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé. Ò.å. ìàëîå èçìåíåíèå ïî

íîðìå L2 ôóíêöèè-èçîáðàæåíèÿ L(p) ìîæåò ïðèâåñòè ê ñêîëü óãîäíî

áîëüøîìó èçìåíåíèþ îðèãèíàëà f(t) ïðè åãî âîññòàíîâëåíèè. Ïðåîáðà-

çîâàíèå Ôóðüå òàêîé óñòîé÷èâîñòüþ îáëàäàåò è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëå-

äóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà. Ïóñòü f è h ïðèíàäëåæàò L1(R) ∩ L2(R), ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå îïðåäåëåíî ¾ñèììåòðè÷íî¿(1.3). Òîãäà

∞∫
−∞

f(x)h∗(x) dx =

∞∫
−∞

f̂(ω)ĥ∗(ω) dω,

è, ïðè f = h, âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ:

∞∫
−∞

|f(x)|2 dx =

∞∫
−∞

|f̂(ω)|2 dω (2.4)

Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì g = f∗h, ãäå h(x) = h∗(−x). Ïî òåîðåìå

î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ñâåðòêè ĝ(ω) = f̂(ω)ĥ∗(ω).

Äàëåå,

∞∫
−∞

f(x)h∗(x) dx = g(0) =

<èñïîëüçóåì ôîðìóëó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå>

=
∞∫
−∞

ĝ(ω) dω =
∞∫
−∞

f̂(ω)ĥ∗(ω) dω

Ïðè f = h ïîëó÷àåì

∞∫
−∞

|f(x)|2 dx =

∞∫
−∞

|f̂(ω)|2 dω.
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2.2 Äâóõìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåíííûõ f(x, y) îïðåäåëÿåòñÿ

êàê

F (u, v) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)e−i2π(ux+vy) dxdy. (2.5)

Ïðè ýòîì, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

f(x, y) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

F (u, v)ei2π(ux+vy) dudv. (2.6)

Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíê-

öèè f(x, y) ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, òðåáîâàíèå î åå êóñî÷íîé ãëàäêîñòè è

àáñîëþòíîé èíòåðèðóåìîñòè.

Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñåïàðàáåëüíîñòè:

F (u, v) =

∞∫
−∞

 ∞∫
−∞

f(x, y)e−i2πux dx

 e−i2πvy dy =

=

∞∫
−∞

F (u, y)e−i2πvy dy,

ãäå

F (u, y) =

∞∫
−∞

f(x, y)e−i2πux dx.

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé

F (u, v) ≡ R(u, v) + iI(u, v) ≡ |F (u, v)|eiφ(u,v),

ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ R(u, v) è êîìïëåêñíîé ÷àñòüþ I(u, v). Îáû÷íî

èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåðìèíîëîãèÿ:

|F (u, v)| = [R2(u, v) + I2(u, v)]1/2 � Ôóðüå-ñïåêòð, èëè ìîäóëü ïðåî-
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áðàçîâàíèÿ Ôóðüå, èëè àìïëèòóäà;

φ(u, v) = arctg [I(u, v)/R(u, v)] � ôàçîâûé ñïåêòð, èëè ôàçà ïðåîáðà-

çîâàíèÿ Ôóðüå;

P (u, v) = |F (u, v)|2 = R2(u, v) + I2(u, v) � ñïåêòð ìîùíîñòè.

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïðè âèçóëèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ Ôóðüå-ñïåêòð.

Íà ðèñ. 2.3 ïðèâåäåí äâóõìåðíûé àíàëîã ïðèìåðà ðèñ. 2.1:

Ðèñ. 2.3: Èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) îáëàñòè [0,W1]× [0,W2] àìïëèòóäû A.

Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè äàåò

F (u, v) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)e−i2π(ux+vy) dxdy = A

W1∫
0

e−i2πux dx

W2∫
0

e−i2πvy dy =

= AW1W2 sinc(uW1) sinc(vW2)e
−iπ(uW1+vW2).

Ôóðüå-ñïåêòð |F (u, v)| = AW1W2| sinc(uW1)|| sinc(vW2)|.
Ðèñ. 2.4 - 2.6 èëëþñòðèðóþò èçîáðàæåíèå, åãî Ôóðüå-ñïåêòð è |F (u, v)|cent

� öåíòðàëüíîå ãîðèçîíòàëüíîå ñå÷åíèå èçîáðàæåíèÿ |F (u, v)|.

Ðèñ. 2.4: f(x, y) Ðèñ. 2.5: |F (u, v)| Ðèñ. 2.6: |F (u, v)|cent
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2.2.1 Âèçóàëèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçîáðàæåíèé

Ïðè âèçóàëèçàöèè íåïðåðûâíûõ èçîáðàæåíèé â ãðàäàöèÿõ ñåðîãî, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âîñüìèáèòíûì äèñêðåòíûì èçîáðàæåíèÿì B = 8, èñïîëü-

çóåòñÿ îáëàñòü çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòè îò 0 (÷åðíûé öâåò) äî L = 255

(áåëûé öâåò). Çíà÷åíèå L, ñîîòâåòñòâåííî, ðàâíî L = 2(B−1) äëÿ ñëó÷àÿ

B-áèòíûõ äèñêðåòíûõ èçîáðàæåíèé. Äëÿ ïåðåâîäà ïîëó÷àåìûõ çíà÷åíèé

r = f(x, y) ∈ [0, fmax] â èíòåðâàë [0, L] îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ

íîðìèðîâêà s = r ∗ L/fmàõ.
Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíàÿ íîðìèðîâêà ôóíêöèè |F (u, v)| íå ïîçâîëÿåò

õîðîøî åå âèçóàëèçèðîâàòü. Ïðàêòè÷åñêè áóäåò âèäíà òîëüêî ÿðêàÿ áå-

ëàÿ òî÷êà â öåíòðå ðèñóíêà ïðè u = 0, v = 0. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ øêàëà s = c log (1 + |r|). Òàêàÿ øêàëà è èñïîëüçîâàíà
äëÿ ðèñóíêà 2.5. Íà ðèñ. 2.7, 2.8 è 2.9 ïðèâåäåí ïðèìåð èçîáðàæåíèÿ

è åãî Ôóðüå-ñïåêòðîâ ïðè ëèíåéíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìèðîâêàõ.

Ðèñ. 2.7: f(x, y)

Ðèñ. 2.8: |F (u, v)| ïðè ëèíåéíîé íîðìè-
ðîâêå

Ðèñ. 2.9: |F (u, v)| ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîé
íîðìèðîâêå
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Âûáîð âåëè÷èíû c îñóùåñòâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. Ïóñòü, íàïðèìåð, çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè Ôóðüå-ñïåêòðà ëåæàò â èíòåðâàëå [0, 2.5× 106]. Ñîîòâåò-

ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ log (1 + |r|) ìåíÿþòñÿ îò 0 äî 6.4, è äëÿ ïåðåâîäà

çíà÷åíèé Ôóðüå-ñïåêòðà â èíòåðâàë [0, 255] çíà÷åíèå c = 255/6.4.

Íà ðèñ. 2.10, 2.11 ïðèâåäåíû ïðèìåðû Ôóðüå-ñïåêòðîâ èçîáðàæåíèé

(ëåâûé ñòîëáåö � èçîáðàæåíèÿ, ïðàâûé � èõ Ôóðüå-ñïåêòðû):

Ðèñ. 2.10: Èçîáðàæåíèÿ f(x, y) Ðèñ. 2.11: Èõ Ôóðüå-ñïåêòðû |F (u, v)|

2.2.2 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè

Âñå ñâîéñòâà, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 2.1, äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåíîñÿòñÿ

íà äâóõìåðíûé ñëó÷àé. Â òî æå âðåìÿ, åùå ðàç îòìåòèì ñâîéñòâî äâóõ-

ìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè, ïîçâîëÿþùåå ïî-

ñòðîèòü îïåðàöèîííîå èñ÷èñëåíèå Ôóðüå.
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Îáîçíà÷èì îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êàê F. Òîãäà, ïî ôîðìóëå

îáðàùåíèÿ,

f(x, y) = F−1{F (u, v)} =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

F (u, v)ei2π(ux+vy) dudv.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî x, ïîëó÷àåì

∂f(x, y)

∂x
=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

i2πuF (u, v)ei2π(ux+vy) dudv = F−1{i2πuF (u, v)}.

Câîéñòâî äâóõìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèçâîäíîé ôóêíöèè

èëëþñòðèðóåò ïðèìåð ÊÒ-èçîáðàæåíèÿ, åãî ïðîèçâîäíîé è èõ Ôóðüå-

ñïåêòðîâ (âåðõíÿÿ êîëîíêà - èçîáðàæåíèå è åãî ïðîèçâîäíàÿ; íèæíÿÿ -

èõ Ôóðüå-ñïåêòðû) íà ðèñ. 2.12 - 2.15.

Ðèñ. 2.12: ÊÒ-èçîáðàæåíèå f(x, y)
Ðèñ. 2.13: Åãî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ (ñä-
âèã èíòåíñèâíîñòåé íà 128)

Ðèñ. 2.14: |F (u, v)| Ðèñ. 2.15: |F{∂f(x,y)∂x }|
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Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò Ëàïëàñèàíà èìååò âèä

F{∂
2f(x, y)

∂x2
+
∂2f(x, y)

∂y2
} = 4π2(u2 + v2)F (u, v).

2.2.3 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïîâåðíóòîãî èçîáðàæåíèÿ

×àñòî èñïîëüçóåìûì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå î òîì, ÷òî

ïðè ïîâîðîòå èçîáðàæåíèÿ f(x, y) íà íåêîòîðûé óãîë θ0 è ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå F (u, v) ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà òîò æå óãîë.

Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû

x = r cos(θ), y = r sin(θ), u = ω cos(φ), v = ω sin(φ),

ïåðåõîäÿ îò f(x, y) è F (u, v) ê f(r, θ) è F (ω, φ).

Ïîêàæåì, ÷òî f(r, θ + θ0)⇐⇒ F (ω, φ+ θ0).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðè ïåðåõîäå ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì dxdy = r drdθ.

F (ω, φ) = F{f(r, θ)} =

2π∫
0

∞∫
0

rf(r, θ)e−i2πωr(cos θ cosφ+sin θ sinφ) drdθ

=

2π∫
0

∞∫
0

rf(r, θ)e−i2πωr cos(θ−φ) drdθ.

Ïîâåðíåì f(r, θ) íà óãîë θ0:

F{f(r, θ + θ0)} =

2π∫
0

∞∫
0

rf(r, θ + θ0)e
−i2πωr cos(θ−φ) drdθ =

< çàìåíà ïåðåìåííîé λ = θ + θ0 >

=

2π+θ0∫
θ0

∞∫
0

rf(r, λ)e−i2πωr cos(λ−θ0−φ) drdλ =
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=

2π∫
0

∞∫
0

rf(r, λ)e−i2πωr cos(λ−θ0−φ) drdλ.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ F (ω, φ), ïîëó÷àåì, ÷òî

f(r, θ + θ0)⇐⇒ F (ω, φ+ θ0).

Ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýòî ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ïðè-

âåäåí íà ðèñ. 2.16 - 2.19:

Ðèñ. 2.16: f(x, y) Ðèñ. 2.17: |F (u, v)|

Ðèñ. 2.18: f(x, y) Ðèñ. 2.19: |F (u, v)|

2.2.4 Âàæíîñòü ôàçû è àìïëèòóäû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçîáðàæåíèÿ

Ïðè âèçóàëèçàöèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçîáðàæåíèÿ îáû÷íî èñïîëü-

çóþò åãî àìïëèòóäó (ìîäóëü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå). Àìïëèòóäà äîñòà-

òî÷íî èíôîðìàòèâíà � ìû ìîæåì, íàïðèìåð, îöåíèòü ðàñïðåäåëåíèå

÷àñòîò â èçîáðàæåíèè. Îäíàêî, ïðè òàêîé âèçóàëèçàöèè ìû îïóñêàåì

èíôîðìàöèþ, ñîäåðæàùóþñÿ â ôàçå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Íàñêîëüêî
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âåëèêà ýòà ïîòåðÿ? Èëè, áîëåå îáùî: ãäå ñîäåðæèòñÿ áîëüøå èíôîðìàöèè

îá èçîáðàæåíèè (ñèãíàëå) � â ôàçå èëè àìïëèòóäå?

Ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð íà ðèñ. 2.20 - 2.23 èëëþñòðèðóåò îòâåò íà

íàø âîïðîñ. Â îáùåì ñëó÷àå, áîëüøå èíôîðìàöèè ñîäåðæèòñÿ â ôàçå

ñèãíàëà!

Ðèñ. 2.20: f1(x, y) Ðèñ. 2.21: f2(x, y)

Ðèñ. 2.22: f1,2(x, y) Ðèñ. 2.23: f2,1(x, y)

Ñðàâíåíèå ïðîâîäèëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Äëÿ èçîáðàæåíèé îáåçüÿíû (f1(x, y)) è Ëåíû (f2(x, y)) áûëè âû÷èñ-

ëåíû èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F1(u, v) = |F1(u, v)|eiφ1(u,v), F2(u, v) = |F2(u, v)|eiφ2(u,v).

2. Çàòåì ìû ïîìåíÿëè ìåñòàìè ôàçû ó ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå

è ñ ïîìîùüþ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷èëè èçîáðàæåíèÿ

f1,2(x, y) è f2,1(x, y):

f1,2(x, y) = F−1{|F1(u, v)|eiφ2(u,v)}, f2,1(x, y) = F−1{|F2(u, v)|eiφ1(u,v)}.
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Ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû âîññòàíîâëåííûå èçîá-

ðàæåíèÿ êàæóòñÿ áîëåå ïîõîæèìè íà òî, ÷üÿ ôàçà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-

ðüå èñïîëüçîâàëàñü ïðè ðåêîíñòðóêöèè! Ýòî ñïðàâåäëèâî ïðàêòè÷åñêè

äëÿ âñåõ ðåàëüíûõ èçîáðàæåíèé.

Îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî òåîðåìà, ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó-

÷àÿõ èçîáðàæåíèÿ ìîãóò, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàñøòàáèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ

èíòåíñèâíîñòè, áûòü îäíîçíà÷íî âîññòàíîâëåíû òîëüêî ïî èõ ôàçå. Àíà-

ëîãè÷íîé òåîðåìû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ òîëüêî ïî àìïëèòó-

äå åãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íåò.

Àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ è äëÿ îäíîìåðíûõ ãîëîñîâûõ

ñèãíàëîâ: áûëè çàïèñàíû äâà ðàçíûõ ïðåäëîæåíèÿ, ïðîèçíîñèìûõ ëþäü-

ìè ðàçíîãî ïîëà. Ôàçó è àìïëèòóäó ñèãíàëîâ ïîìåíÿëè ìåñòàìè. Ïîëó-

÷èâøèåñÿ ïðåäëîæåíèÿ âîñïðîèçâîäèëèñü äëÿ ñëóøàòåëåé � ëþäåé, êî-

òîðûå ñìîãëè ïîíÿòü çíà÷åíèå ïðåäëîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî èñïîëüçî-

âàííîé ôàçå, à òàêæå îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçå ïîë ãîâîðÿùåãî.

Òàêèì îáðàçîì, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ áîëüøàÿ ÷àñòü èíôîðìàöèè î ñèãíàëå

ïåðåíîñèòñÿ åãî ôàçîé è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ýôôåêò îò èñïîëüçîâà-

íèÿ èçìåíåííîé àìïëèòóäû ïðèâåë â ýòîì ïðèìåðå ê ïîÿâëåíèþ øóìà,

êàê è â ñëó÷àå 2D.

Ê ñîæàëåíèþ, âèçóàëüíî ïîëó÷èòü êàêóþ-ëèáî èíôîðìàöèþ ïî èçîá-

ðàæåíèþ ôàçû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî.

Ðèñ. 2.24: Ôàçà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ôóðüå èçîáðàæåíèÿ
Ëåíà

Ðèñ. 2.25: Àìïëèòóäà ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçîáðà-
æåíèÿ Ëåíà
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Íà ðèñ. 2.24 è 2.25 ïðèâåäåíû èçîáðàæåíèÿ ôàçû è àìïëèòóäû ïðåî-

áðàçîâàíèÿ Ôóðüå èçîáðàæåíèÿ Ëåíà, êîòîðûå èëëþñòðèðóþò ýòî.

Òåì íå ìåíåå, ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîá-

ðàæåíèé íåîáõîäèìî ïîìíèòü î áîëüøåé èíôîðìàòèâíîñòè ôàçû ïðåî-

áðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî ñðàâíåíèþ ñ àìïëèòóäîé!

2.2.5 Ìåòðèêà ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé íà îñíîâå âçàèìíîé êîððåëÿöèîí-

íîé ôóíêöèè

Êàæäûé ìàòåìàòè÷åñêèé ìåòîä îáðàáîòêè èëè àíàëèçà èçîáðàæåíèé òðå-

áóåò èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðîé ìåòðèêè äëÿ ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé. Ïðè

ýòîì òàêàÿ ìåòðèêà, ïî âîçìîæíîñòè, äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü îñîáåí-

íîñòÿì ÷åëîâå÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ èçîáðàæåíèé, íàïðèìåð, ïðè îöåíêå

èõ êà÷åñòâà. Ê ñîæàëåíèþ, ðàçðàáîòêà îäíîé òàêîé ìåòðèêè â ïðèíöèïå

íåâîçìîæíà, â òîì ÷èñëå è â ñèëó ðàçëè÷èÿ â âîñïðèÿòèè ðàçëè÷íûõ ëþ-

äåé. Òåì íå ìåíåå, äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî êëàññà çàäà÷ êëþ÷åâîé ïðî-

áëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïîäáîð ìåòðèêè, íàèáîëåå ñîîòâåòñòâóþùåé ðàññìàòè-

âàåìûì çàäà÷àì. Ðàçðàáîòàíî áîëüøîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îöåíêè

ðàçëè÷èÿ èçîáðàæåíèé, èõ ÷èñëî ïîñòîÿííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Â òîì ÷èñ-

ëå, äëÿ ñðàâíåíåíèÿ èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ îáó÷åííûå ñâåðòî÷íûå

íåéðîííûå ñåòè.

Ïðîñòåéøåé (è íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîé) ìåòðèêîé ñðàâíåíèÿ èçî-

áðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ìåòðèêà (MSE � Mean Squared

Error).

Ïðè ýòîì ðàñcòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïðåðûâíûìè ñèãíàëàìè (èçîá-

ðàæåíèÿìè) I1 è I2 îïðåäåëÿåòñÿ èõ íîðìîé ðàçíîñòè ||I1 − I2||L2
, à â

äèñêðåòíîì ñëó÷àå, äëÿ èçîáðàæåíèé ðàçìåðà N ×N , êàê

MSE(I1, I2) =
1

N 2

N∑
i=1

N∑
j=1

(I1(i, j)− I2(i, j))
2.

Òàêæå âìåñòî íåå èñïîëüçóþò ìåòðèêó PSNR (Peak Signal-to-Noise Ra-
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tio), èìåþùóþ âèä

PSNR = 10 log10

L2

MSE
.

Çäåñü L � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè ïèêñåëÿ èçîáðàæåíèÿ.

Íàïðèìåð, ïðè 8-áèòíîì ïðåäñòàâëåíèè øêàëû ãðàäàöèé ñåðîãî, L =

255. Çà èñêëþ÷åíèåì âîçìîæíîñòè ñðàâíåíèÿ èçîáðàæåíèé ñ ðàçëè÷íîé

áèòíîñòüþ, PSNR ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ MSE íå èìååò.

Íåñìîòðÿ íà ïðîñòîòó è ÷àñòîòó èñïîëüçîâàíèÿ, ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ

ìåòðèêà îáëàäàåò ðÿäîì ñåðüåçíûõ íåäîñòàòêîâ. Íàïðèìåð, ïðè óìíîæå-

íèè èíòåíñèâíîñòåé èçîáðàæåíèÿ íà êàêóþ-íèáóäü êîíñòàíòó, ïîëó÷èâ-

øèéñÿ ðåçóëüòàò âèçóàëüíî îñòàâàåòñÿ î÷åíü ïîõîæèì íà îðèãèíàë, íî

èìååò áîëüøîå îòëè÷èå îò îðèãèíàëà â ìåòðèêå MSE.

Ìåòðèêîé, íå îáëàäàþùåé òàêèì íåäîñòàòêîì, ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêà ñðàâ-

íåíèÿ èçîáðàæåíèé íà îñíîâå âçàèìíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èçîá-

ðàæåíèé. Îáúÿñíèì åå äëÿ ñëó÷àÿ íåïðåðûâíûõ èçîáðàæåíèé. Ïóñòü

äàíû íåïðåðûâíûå èçîáðàæåíèÿ f è h. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-

Áóíÿêîâñêîãî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ èõ íîðìèðîâàííîé êîððåëÿöèè

(ïðè çàïèñè áóäåì îïóñêàòü íèæíèé è âåðõíèé ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ

−∞ è +∞)

(f ⊗ h)(x, y)√∫ ∫
f 2
√∫ ∫

h2

= 1, åñëè f = ch, ãäå c - êîíñòàíòà,

< 1, èíà÷å.

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå èçîáðàæåíèé ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñ-

íîâå àíàëèçà èõ ôóíêöèè âçàèìíîé êîððåëÿöèè. Ðàññìîòðèì ïðèìåð äëÿ

äèñêðåòíûõ èçîáðàæåíèé.

Ïóñòü íàì äàí îáðàçåö � äèñêðåòíîå èçîáðàæåíèå F (X, Y ) ðàçìåðà

M × M , ãäå M � íå÷åòíîå. Ïîñòàâèì çàäà÷ó ïîèñêà íà èçîáðàæåíèè

I(X, Y ) ðàçìåðà N ×N,N �M áëîêà ðàçìåðà M ×M , íàèáîëåå ïîõî-

æåãî íà îáðàçåö F (X, Y ).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñêîëüçÿùåå ïî I îêíî ðàçìåðà M × M . Ïðè
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íàõîæäåíèè öåíòðà îêíà â òî÷êå (ïèêñåëå) (X, Y ), òî÷êè îêíà íàõîäÿòñÿ

â îáëàñòè [X −bM/2c, X + bM/2c] è [Y −bM/2c, Y + bM/2c]. Çäåñü bAc
îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà A. Ðèñ. 2.26 èëëþñòðèðóåò ýòî äëÿ ñëó÷àÿ

M = 3.

Ðèñ. 2.26: Îáðàçåö ðàçìåðà 3× 3, ñêàíèðóþùèé èçîáðàæåíèå I

Äëÿ êàæäîé òî÷êè (X, Y ) èçîáðàæåíèÿ I ìû ñòðîèì èçîáðàæåíèå çíà-

÷åíèé êîððåëÿöèè îáðàçöà F è ñêîëüçÿùåãî ïî I îêíà ñ öåíòðîì (X, Y ),

èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

I ′(X, Y ) =

bM/2c∑
j=−bM/2c

bM/2c∑
i=−bM/2c

F (i, j)I(X + i, Y + j).

Ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìîâ I ′(X, Y ) ñîîòâåòñòâóþò öåíòðàì áëîêîâ ðàçìåðà

M ×M èçîáðàæåíèÿ I, íàèáîëåå ïîõîæèõ íà F .

Î÷åâèäíûå ïðîáëåìû, õàðàêòåðíûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîé ñâå-

ðòêè è ôóíêöèè âçàèìíîé êîððåëÿöèè, âîçíèêàþò â òî÷êàõ èçîáðàæåíèÿ

I ñ êîîðäèíàòàìè X, Y < bM/2c è X, Y > N − bM/2c. Ýòó ïðîáëåìó

ðåøàþò, íàïðèìåð, îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:

1. âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿò òîëüêî â òî÷êàõ bM/2c 6 X, Y 6 N−bM/2c;
2. ïðîäîëæàþò èçîáðàæåíèå I çà åå ãðàíèöû íóëåâûì çíà÷åíèåì;

3. äåëàþò ÷åòíîå îòðàæåíèå èçîáðàæåíèÿ I çà åå ãðàíèöû.

Âûáðàííûé ñïîñîá (ìîãóò áûòü è äðóãèå ñïîñîáû) çàâèñèò îò ñïåöè-

ôèêè ðåøàåìîé çàäà÷è îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.
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Ïðè âû÷èñëåíèè ñâåðòêè è ôóíêöèè âçàèìíîé êîððåëÿöèè äâóõ ôóíê-

öèé, äîñòàòî÷íî çàòðàòíûõ ïî âðåìåíè, î÷åíü ñóùåñòâåííà âîçìîæíîñòü

ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðåìû î ñâåðòêå. Îáùàÿ ñõå-

ìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðåáðàçîâàíèå Ôóðüå ñâåðòêè, êîòîðîå ïåðåâîäèò

ñâåðòêó (ôóíêöèþ âçàèìíîé êîððåëÿöèè) â ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçîâà-

íèé Ôóðüå ôóíêöèé, ïåðåìíîæåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå è, êàê çàêëþ-

÷èòåëüíûé øàã, îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåîá-

õîäèìûé ðåçóëüòàò. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ òàêîãî ìåòîäà � èñïîëüçîâàíèå àëãî-

ðèòìà áûñòðîãî äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ÷òî îáû÷íî ïîçâî-

ëÿåò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ. Â òî æå âðåìÿ, êàê è â âûøåïðè-

âåäåííîì ïðèìåðå, íå èìååò ñìûñëà ïðèìåíÿòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ M . Òàê, ïðè M = 3 ñìûñëà â ïðèìåíåíèè òåîðå-

ìû î ñâåðòêå íåò, à ïðè M = 15 � åñòü. Âûáîð àëãîðèòìà âû÷èñëåíèé

çàâèñèò îò ñïåöèôèêè ðåøàåìîé çàäà÷è.

Â çàêëþ÷åíèå, óïîìÿíåì òàæå î ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â íàñòîÿùåå âðå-

ìÿ ìåòðèêå � èíäåêñå ñòðóêòóðíîãî ñõîäñòâà SSIM (structural similarity

index measure). Îíà ðåøàåò ÷àñòü ïðîáëåì, ïðèñóùèõ ìåòðèêå MSE. Íå

ïðèâîäÿ åå îïðåäåëåíèÿ, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî îäíà èç åå ñîñòàâëÿþùèõ

îñíîâàíà íà àíàëèçå âçàèìíîé êîððåëÿöèè ôóíêöèé.

2.2.6 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äëÿ ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ïîëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x, y), èìåþùåå âèä

f(r, θ), ãäå r2 = x2 + y2 è tg θ = y/x. Äâóõìåðíàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ

ðàäèàëüíî ñèììåòðè÷íîé, åñëè

f(x, y) = f(r, θ) = f(r).

Ðÿä ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, òàêèõ êàê îïòè÷åñêèå ëèíçû, îáëàäàþò ðà-

äèàëüíîé ñèììåòðèåé. Ïîýòîìó ñïåöèàëüíûé âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

äëÿ ýòîãî êëàññà ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîëåçíûì.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (u, v), â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå 2.5 çàïèøåì
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â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàê F (ωr, φ) è, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè

ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå ïðèíèìàåò âèä ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãàíêåëÿ:

F (u, v) = F{f(x, y)} =

∞∫
0

f(r)J0(ωrr)r dr = F (ωr),

ãäå ω2
r = u2 + v2, tg φ = v/u è J0(·) � ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà

íóëåâîãî ïîðÿäêà.

Îòìåòèì, ÷òî çàïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ãàíêåëÿ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëü-

íûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ÿäðîì Ôóðüå è, ñîîòâåòñòâåííî, åãî îáðàòíîå

ïðåîáðàçîâàíèå èìååò âèä

f(r) =

∞∫
0

F (ωr)J0(ωrr)ωr dωr.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè äâóõ ïå-

ðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî îäíîé ïåðåìåííîé � ðàäèàëüíîé

÷àñòîòû ωr è íå çàâèñèò îò óãëîâîé ÷àñòîòû φ.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè f(x, y) = f(r) ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé, òî

îíà àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé â ñèëó ðàäèàëüíîé ñèììåòðèè. Ïðè

ýòîì è ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (ωr) òàêæå äåéñòâèòåëüíî è ÷åòíî.
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Ãëàâà 3

Ïðîåêöèîííûé ìåòîä ñ

èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà

Âûáîð ôóíêöèé Ýðìèòà äëÿ àíàëèçà ñèãíàëîâ è èçîáðàæåíèé íå ñëó÷à-

åí. Ïðè èññëåäîâàíèè è ðåøåíèè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ôèçèêè (çàïèøåì ôîðìàëüíî òàêîå óðàâíåíèå êàê Az = u) è, îñî-

áåííî ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé, î÷åíü áîëüøóþ

èíôîðìàöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ôèçèêå èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, ñîäåðæàò

ñîáñòâåííûå ôóíêöèè îïåðàòîðà A äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî â ïîñòàíîâêå

ôóíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (èëè îïåðàòîðà A∗A â ñëó÷àå íåñàìî-

ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà). Ýòî è îáóñëàâëèâàåò èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé

Ýðìèòà � ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç L2(R) â L2(R)

â ìåòîäàõ îáðàáîòêè è àíàëèçà ñèãíàëîâ, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îñíîâàí-

íûõ íà èñïîëüçîâàíèè àïïàðàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Áîëåå òîãî, ñà-

ìî îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èç L2(R) â L2(R) â êëàññè÷åñêèõ

êíèãàõ Íîðáåðòà Âèíåðà è Ýäâàðäà Òèò÷ìàðøà äàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

ôóíêöèé Ýðìèòà.

3.1 Ìíîãî÷ëåíû è ôóíêöèè Ýðìèòà

Äàäèì ñïåðâà ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ:

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíû Ýðìèòà, îðòîãîíàëüíûå íà âñåé ÷èñëîâîé
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îñè ñ âåñîì p(x) = e−x
2

, îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

, n > 0.

Äëÿ Hn(x) âåðíû ðàâåíñòâà

∞∫
−∞

e−x
2

Hn(x)Hm(x) dx =

0, ïðè m 6= n,

2n
√
πn!, ïðè m = n,

è, ñîîòâåòñòâåííî, îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó îáðàçóþò ìíîãî÷ëåíû

hn(x) =
Hn

2n/2(n!)1/2π1/4
.

Îïðåäåëåíèå. Îðòîíîðìèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè Ýðìèòà íàçûâàþò-

ñÿ ôóíêöèè

ψn(x) = e−x
2/2 hn(x), n > 0. (3.1)

Ýòè ôóíêöèè ìîãóò áûòü òàêæå âû÷èñëåíû, èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíûå

ñîîòíîøåíèÿ

ψ0(x) =
1
4
√
π
e−x

2/2,

ψ1(x) =

√
2x

4
√
π
e−x

2/2,

ψn(x) = x

√
2

n
ψn−1(x)−

√
n− 1

n
ψn−2(x).

Íà ðèñ. 3.1 - 3.3 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ãðàôèêîâ îðòîíîðìèðîâàííûõ

ôóíêöèé Ýðìèòà.

Ðèñ. 3.1: Ôóíêöèÿ ψ0 Ðèñ. 3.2: Ôóíêöèÿ ψ4 Ðèñ. 3.3: Ôóíêöèÿ ψ29

Îòìåòèì, ÷òî ïîõîæåñòü ïîâåäåíèÿ âíóòðåííèõ îñöèëëÿöèé ôóíêöèé

Ýðìèòà íà ïîâåäåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-

íîé. Àñèìïòîòè÷åñêè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé Ýðìèòà ñòðåìÿòñÿ â çàâèñèìî-
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ñòè îò ÷åòíîñòè íîìåðà ê ôóíêöèÿì cos(x) è sin(x):

lim
n→+∞

[
(−1)n 4

√
nψ2n

(
x

2
√
n

)]
=

1√
π

cos(x),

lim
n→+∞

[
(−1)n 4

√
nψ2n+1

(
x

2
√
n

)]
=

1√
π

sin(x).

Äâóõìåðíûå îðòîíîðìèðîâàííûå â L2(−∞,∞)×L2(−∞,∞) ôóíêöèè

Ýðìèòà ψn,m îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç îäíîìåðíûå ôóíêöèè êàê

ψn,m(x, y) = ψn(x)ψm(y).

Ïðèìåðû ãðàôèêîâ äâóõìåðíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé Ýðìè-

òà ψn,m ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.4 è 3.5.

Ðèñ. 3.4: Ôóíêöèÿ ψ0,0 Ðèñ. 3.5: Ôóíêöèÿ ψ2,2

3.1.1 Ôóíêöèè Ýðìèòà � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

Ïåðåéäåì òåïåðü ê áîëåå äåòàëüíîìó èçó÷åíèþ ñèñòåìû ôóíêöèé Ýðìè-

òà. Ïîêàæåì èõ îðòîãîíàëüíîñòü è ïîêàæåì, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-

íûìè ôóíêöèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíûé îãðàíè-

÷åííûé îïåðàòîð F, îòîáðàæàþùèé L2(R) â ñåáÿ. Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà èç

ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðà F ìîæåò áûòü íàéäåí, åñëè ìû ðàññìîò-

ðèì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

d2f

dx2
− x2f = µf. (3.2)
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Ýòî óðàâíåíèå, â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè è àáñîëþòíîé

èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè f , ïðè ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F

ïåðåâîäèòñÿ â óðàâíåíèå òàêîãî æå âèäà. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàöèÿ d2

dx2

ïåðåõîäèò â óìíîæåíèå íà −ω2, à óìíîæåíèå íà −x2 ïðèâîäèò ê îïåðà-

öèè d2

dω2 . Ïîýòîìó ìû áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè F êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (3.2). Áóäåì èõ èñêàòü â âèäå f = ue−x
2/2, ãäå u � ìíîãî÷ëåí.

Ïîäñòàâèâ ýòî âûðàæåíèå â (3.2), ïîëó÷èì äëÿ u óðàâíåíèå

d2u

dx2
− 2x

du

dx
= (µ+ 1)u.

Çàïèøåì ìíîãî÷ëåí êàê u = a0 + a1x+ . . .+ anx
n.

Òîãäà ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

(2a2 + 3 · 2 · a3x+ . . .+ n(n− 1)anx
n−2)− 2x(a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1) =

= (µ+ 1)(a0 + a1x+ . . .+ anx
n).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ñëåâà è ñïðà-

âà, ïîëó÷àåì, ÷òî

k(k − 1)ak − 2(k − 2)ak−2 = (µ+ 1)ak−2. (3.3)

Òàê êàê an 6= 0, òî µ = −(2n+ 1), è èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî an−1 = 0.

Âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà u îïðåäåëÿþòñÿ èç (3.3) ñ òî÷íîñòüþ

äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ. Åñëè çàäàí an, òî ìû ïîëó÷àåì ðåêóððåíò-

íóþ ôîðìóëó

ak−2 =
k(k − 1)

2k − 2n− 4
ak,

è ìíîãî÷ëåí u èìååò âèä:

un(x) = an

(
xn − n(n− 1)

4
xn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4 · 8
xn−4 − . . .

)
.

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ÿâíûé âèä äëÿ ñèñòåìû ôóíêöèé ϕn(x) =

un(x)e−x
2/2, n = 0, 1, 2, . . ., ïðèíàäëåæàùèõ L2(R) çà ñ÷åò íàëè÷èÿ ýêñ-
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ïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ.

Äîêàæåì îðòîãîíàëüíîñòü ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû. Â ñèëó (3.2)

ϕ′′n(x)− x2ϕn(x) = −(2n+ 1)ϕn(x),

ϕ′′m(x)− x2ϕm(x) = −(2m+ 1)ϕm(x).

Óìíîæàÿ ïåðâîå èç ðàâåíñòâ íà ϕm, à âòîðîå íà −ϕn, è ñêëàäûâàÿ èõ,
ïîëó÷àåì

[ϕ′nϕm − ϕ′mϕn]′ = 2(m− n)ϕnϕm.

Åñëè n 6= m, òî èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì

∞∫
−∞

ϕn(x)ϕm(x) dx =
1

2(m− n)

∞∫
−∞

[ϕ′nϕm − ϕ′mϕn]′ dx =

=
1

2(m− n)
[ϕ′nϕm − ϕ′mϕn]+∞−∞ = 0,

÷òî è äîêàçûâàåò îðòîãîíàëüíîñòü ôóêöèé.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèè {ϕn} ÿâÿëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíê-

öèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

Fϕn = cnϕn. (3.4)

Ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùèõ òðåõ ôàêòîâ:

1. Óðàâíåíèå (3.2) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F.

2. Óðàâíåíèå (3.2) ïðè êàæäîì n èìååò, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî

ìíîæèòåëÿ, ëèøü îäíî ðåøåíèå âèäà Pn(x)e−x
2/2, ãäå Pn � ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè n, ïîñòðîåííûé âûøå â ÿâíîì âèäå.

3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò xne−x
2/2 â

(
i ddx
)n
e−x

2/2 =

= Qn(x)e−x
2/2, ãäå Qn � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n (ïðîâåðÿåòñÿ ïî èíäóêöèè).

Èç ðàâåíñòâà (3.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì öåëîì p

Fpϕn = cpnϕn.
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Â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íî çàäàííîãî îäíîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

(1.3) ÷åòûðåõêðàòíî ïðèìåíåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò êàæ-

äóþ ôóíêöèþ â ñåáÿ. Ïîýòîìó c4
n = 1, ò.å. cn ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü çíà-

÷åíèÿ ±1 è ±i. Â ñëó÷àå íåñèììåòè÷íîé ôîðìû çàïèñè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå (2.1) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû ±
√

2π è ±i
√

2π.

Ïðè óñëîâèè îðòîíîðìèðîâàííîñòè ñèñòåìû {ϕn} ìû ïîëó÷àåì ñèñòå-

ìó ôóíêöèé {ψn} (3.1).

3.1.2 Ïîâåäåíèå ôóíêöèé Ýðìèòà, òåîðåìà Ñîíèíà

Òåîðåìà Ñîíèíà. Ïóñòü ôóíêöèÿ u(x) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-

öèðóåìà íà ñåãìåíòå [a, b], è óäîâëåòâîðÿåò íà ýòîì ñåãìåíòå óðàâíåíèþ

u′′ + ξ(x)u = 0. (3.5)

Åñëè ξ(x) ïîëîæèòåëüíà íà [a, b] è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà èí-

òåðâàëå (a, b), ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ ξ′(x) ïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëü-

íà), òî îòíîñèòåëüíûå ìàêñèìóìû ôóíêöèè |u(x)| óáûâàþò (âîçðàñòàþò)
ïðè âîçðàñòàíèè x îò a äî b.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ν(x) = u2(x) +
1

ξ(x)
[u′(x)]2.

Â ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ ôóíêöèè u(x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

ν(x) = u2(x). (3.6)

Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèå (3.5), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

ν ′(x) = 2u(x)u′(x) +
2u′(x)u′′(x)

ξ(x)
− ξ′(x)

ξ2(x)
[u′(x)]2 = −ξ′(x)

[
u′(x)

ξ(x)

]2

,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ν(x) ïðè ïîëîæèòåëüíîñòè ξ′(x) ìî-
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íîòîííî óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè x îò a äî b. Íî, ïîñêîëüêó â òî÷êàõ

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè u(x) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.6), òî, ñëåäîâàòåëüíî,

ìàêñèìóìû âåëè÷èíû |u(x)| ìîíîòîííî óáûâàþò íà [a, b].

Àíàëîãè÷íî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ ξ′(x) îòðèöàòåëüíà, òî ôóíêöèÿ ν(x)

âîçðàñòàåò íà [a, b], è òàêèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò îòíîñèòåëüíûå ìàê-

ñèìóìû ôóíêöèè |u(x)|.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà Ñîíèíà ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè àíàëèç ïîâåäåíèÿ îäíîìåðíûõ

ôóíêöèé Ýðìèòà ϕn(x), à òàêæå, ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, êà÷å-

ñòâåííî îöåíèòü îáëàñòü èõ ëîêàëèçàöèè.

Äåéñòâèòåëüíî, n-ÿ ôóíêöèÿ Ýðìèòà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

d2ϕn(x)

dx2
− x2ϕn(x) = −(2n+ 1)ϕn(x),

è ϕn = 0 â òî÷êàõ
√

2n+ 1 è−
√

2n+ 1. Ïîêàæåì, ÷òî ìàêñèìóìû |ϕn(x)|
âîçðàñòàþò ïðè x > 0 è óáûâàþò ïðè x < 0. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåîðåìó

Ñîíèíà ê

d2ϕn(x)

dx2
+ (2n+ 1− x2)ϕn(x) = 0, −

√
2n+ 1 < x <

√
2n+ 1.

Â äàííîì ñëó÷àå ξ(x) = 2n+ 1− x2. Ôóíêöèÿ ξ(x) > 0 ïðè −
√

2n+ 1 <

x <
√

2n+ 1. Òàêæå ξ′(x) < 0 ïðè 0 < x <
√

2n+ 1 è ξ′(x) > 0 ïðè

0 > x > −
√

2n+ 1.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ òåîðåìû Ñîíèíà âûïîëíÿþòñÿ è ìîäóëè ýêñ-

òðåìóìîâ ôóíêöèé ϕn(x) âîçðàñòàþò ïðè 0 < x <
√

2n+ 1 è óáûâàþò

ïðè 0 > x > −
√

2n+ 1.

Êðîìå òîãî, ïðè −
√

2n+ 1 > x è
√

2n+ 1 < x ôóíêöèÿ ìîíîòîííî

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ â ñèëó îòñóòñòâèÿ òî÷åê ïåðåãèáà è ýêñïîíåíöèàëüíîãî

óáûâàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòÿõ. Ïîñëåäíåé ëåâîé òî÷êîé ïåðåãèáà ôóíêöèè

ϕn(x) ÿâëÿåòñÿ òî÷êà −
√

2n+ 1, à ïðàâîé
√

2n+ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ýòè ôàêòû îòíîñÿòñÿ è ê îðòîíîðìèðîâàííûì â
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L2(−∞,∞) ôóíêöèÿì ψn(x).

Îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà ôóíêöèé Ýðìèòà õîðîøî èëëþñòðèðóþòñÿ

ðèñ. 3.1 - 3.5.

3.2 Îäíîìåðíûé è äâóõìåðíûé ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà

Ïîä ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà ìû ïî-

íèìàåì èñïîëüçîâàíèå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè â ðÿä Ôóðüå ïî ôóíêöè-

ÿì Ýðìèòà. Ïðè ýòîì ïðèìåíåíèå îäíîìåðíîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ê

ôóíêöèè f(x) âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

f(x) =
∞∑
i=0

ciψi(x), (3.7)

ãäå ψi(x) � îäíîìåðíûå, îðòîíîðìèðîâàííûå íà L2(R) ôóíêöèè Ýðìèòà,

ci � êîýôôèöèåíòû Ýðìèòà:

ci =

∞∫
−∞

f(x)ψi(x) dx. (3.8)

Àíàëîãè÷íî, â äâóõìåðíîì ñëó÷àå

f(x, y) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

cijψi(x)ψj(y), (3.9)

cij =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f(x, y)ψi(x)ψj(y) dxdy.

Ðàññìîòðèì äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ íåêîòîðûå äåòàëè ðåàëèçàöèè

ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà.

Íà ïðàêòèêå ìû âñåãäà ðàáîòàåì ñ äàííûìè, çàäàííûìè íà êîíå÷íîì
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îòðåçêå, è èñïîëüçóåì âìåñòî (3.9) êîíå÷íóþ ñóììó

f(x) ≈
N−1∑
i=0

ciψi(x).

Êàêèì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ N , îïðåäåëÿþùåå ÷èñëî èñïîëüçóåìûõ ïðè

ðàçëîæåíèè ôóíêöèé Ýðìèòà?

Êîýôôèöèåíòû ci äàþò íàì èíôîðìàöèþ î âêëàäå â àïïðîêñèìàöèþ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ýðìèòà, è ìîãóò òðàêòîâàòüñÿ êàê ¾÷àñòîò-

íûå¿ õàðàêòåðèñòèêè àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíêöèè. Ïðè ýòîì âìåñòî ÷à-

ñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷àåìûõ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôó-

ðüå, ìû ïåðåõîäèì ê ¾÷àñòîòíûì¿ õàðàêòåðèñòèêàì, îïðåäåëÿåìûõ ëî-

êàëèçîâàííûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ôóíêöèÿìè Ýðìèòà. Ñî-

îòâåòñòâåííî, âûáðàâ N , ìû àíàëèçèðóåì ïðèñóòñòâèå ¾÷àñòîò¿ â ñîîò-

âåòñòâóþùåì èíòåðâàëå.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ ôóíêöèé Ýðìèòà ψi(x) ïîíÿòèå ¾ëîêàëè-

çàöèÿ ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ¿. Î÷åâèäíî, ÷òî ôîðìàëüíî âñå

ôóíêöèè Ýðìèòà íå èìåþò êîìïàêòíûõ íîñèòåëåé. Íî äëÿ êàæäîé èç

íèõ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû |x|, ôóíêöèÿ íà÷èíàåò ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî óáûâàòü ê íóëþ. Åñòü íåñêîëüêî ñïîñîáîâ îïðåäåëåíèÿ èí-

òåðâàëà âû÷èñëèòåëüíîé ëîêàëèçàöèè äëÿ ôóíêöèé Ýðìèòà. Ïóñòü íàì

äàíà ôóíêöèÿ ψm. Èíòåðâàë âû÷èñëèòåëüíîé ëîêàëèçàöèè [−Am, Am]

äëÿ ýòîé îðòîíîðìèðîâàííîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü çàäàí, íàïðèìåð, ñëå-

äóþùèìè ñïîñîáàìè (ðèñ. 3.6 è 3.7 èëëþñòðèðóþò ýòè ñïîñîáû äëÿ ψ7):

� Êàê îòðåçîê [−Am, Am], íà êîòîðîì íîðìà îðòîíîðìèðîâàííîé íà

âñåé ïðÿìîé ôóíêöèè ψm ðàâíà 1 − ε, ãäå ε � ïàðàìåòð ìåòîäà, íà-

ïðèìåð, ε = 0.01,

Ðèñ. 3.6: Ëîêàëèçàöèÿ ψ7(x) ïî íîðìå ïðè ε = 0.01
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� Am =
√

2m+ 1, ò.å. èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î êîîðäèíàòå ïîñëåäíåãî

ïåðåãèáà ôóíêöèè ψm.

Ðèñ. 3.7: Ëîêàëèçàöèÿ ψ7(x) ïî êðàéíèì òî÷êàì ïåðåãèáà

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ψm âû÷èñëèòåëüíî ëîêàëèçîâàíà íà îòðåçêå

[−Am, Am], òî è âñå ôóíêöèè ψi ïðè 0 6 i 6 m òîæå âû÷èñëèòåëüíî

ëîêàëèçîâàíû íà ýòîì îòðåçêå, ò.å. ïðè óâåëè÷åíèè èíäåêñà îðòîíîðìè-

ðîâàííûõ ôóíêöèé Ýðìèòà îáëàñòü èõ ëîêàëèçàöèè ðàñøèðÿåòñÿ. Ïðè

ýòîì íîðìû âñåõ ýòèõ ôóíêöèé áëèçêè ê 1, à ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ

ýòèõ ôóíêöèé ïðè ðàçëè÷íûõ èíäåêñàõ áëèçêè ê íóëþ

Am∫
−Am

ψi(x)ψj(x) dx ≈ 0, i, j ≥ 0, i 6= j.

Êðîìå òîãî, äëÿ ýòèõ ôóíêöèé, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)

èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü [−Am, Am], èíòåãðàë â (3.8) äîñòàòî÷íî õî-

ðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ èíòåãðàëîì ïî îòðåçêó [−Am, Am]:

ci =

∞∫
−∞

f(x)ψi(x) dx ≈
Am∫

−Am

f(x)ψi(x) dx, i 6 m. (3.10)

Ïðè ýòîì, ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-

íèÿ, ïîëó÷àåìûõ ïî ïðèáëèæåííîé ôîðìóëå (3.10), îøèáêà ïðè çíà÷å-

íèÿõ èíäåêñà i ìåíüøèõ m êðàéíå ìàëà, à îøèáêà ïðè âû÷èñëåíèè cm

îêàçûâàåòñÿ âïîëíå äîïóñòèìîé.

Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ âûøå ðàññóæäåíèÿõ, àëãîðèòì îäíîìåð-

íîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà äëÿ àï-

ïðîêñèìàöèè ôóíêöèè f(x), çàäàííîé íà îòðåçêå [C,D] âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:
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1. Âûáèðàåòñÿ ÷èñëî ôóíêöèé N + 1, èñïîëüçóåìîå äëÿ îïèñàíèÿ ôóí-

öèè f ;

2. Íàõîäèòñÿ îáëàñòü ëîêàëèçàöèè [−AN , AN ] ôóíêöèè ψN ;

3. Äåëàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàìåíà ïåðåìåííîé, ïåðåâîäÿùàÿ îòðåçîê [C,D]

â [−AN , AN ] (äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû, ïðîäîëæàåì èñïîëüçîâàòü îáî-

çíà÷åíèå ïåðåìåííîé êàê x);

4. Ïðîâîäèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ íà îòðåçêå [−AN , AN ] ôóíêöèè f(x):

f(x) ≈
N∑
i=0

ciψi(x),

ci =

AN∫
−AN

f(x)ψi(x) dx, i 6 N.

Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ àëãîðèòì äâóõìåðíîãî ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ

èñïîëüçîâàíèåì N ôóíêöèé Ýðìèòà ïî îñè x è M ôóíêöèé Ýðìèòà ïî

îñè y íà îñíîâå ôîðìóëû (3.9).

3.3 Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà

Ôóíêöèè Ýðìèòà ÿâëÿþòñÿ õîðîøåé àëüòåðíàòèâîé òðèãîíîìåòðè÷åñêèì

ôóíêöèÿì â ðÿäå çàäà÷ îáðàáîòêè è àíàëèçà èçîáðàæåíèé. Â ïåðâóþ î÷å-

ðåäü, ýòî ñâÿçàíî ñ âû÷èñëèòåëüíîé ëîêàëèçàöèé îäíîìåðíûõ ôóíêöèé

Ýðìèòà, ïðè÷åì øèðèíà îáëàñòè ëîêàëèçàöèè îäèíàêîâà êàê â ïðîñòðàí-

ñòâåííîé, òàê è â ÷àñòîòíîé îáëàñòÿõ (â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íî çàäàííî-

ãî îäíîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (1.3)). Ýòî ñâîéñòâî îäíîìåðíûõ

ôóíêöèé Ýðìèòà åñòåñòâåííî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà äâóõìåðíûé ñëó-

÷àé.
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3.3.1 Ïðåäîáðàáîòêà äàííûõ äëÿ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ôóíêöèé Ýðìèòà îáû÷íî ïðåäâàðèòåëüíî îñóùåñòâëÿþò ïðåäîáðàáîòêó

èçîáðàæåíèÿ, îñíîâàííóþ íà èñïîëüçîâàíèè áàçîâîé ëèíèè (â îäíîìåð-

íîì ñëó÷àå) èëè áàçîâîé ïëîñêîñòè (â 2D). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âûáðàâ

êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ ôóíêöèé ÝðìèòàN+1, è ñîîòâåòñòâóþùèé èì

îòðåçîê ëîêàëèçàöèè [−AN , AN ], ìû ïîëó÷àåì íàáîð ôóíêöèé áëèçêèõ ê

íóëþ íà êîíöàõ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè. Â ñëó÷àå çíà÷åíèé àïïðîêñèìèðóå-

ìîé ôóíêöèè îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà êîíöàõ îòðåçêà ëîêàëèçàöèè, íåñìîò-

ðÿ äàæå íà ìàëóþ âåëè÷èíó ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè

â L2[−AN , AN ], ìû ïîëó÷àåì ñèëüíûå îñöèëëÿöèè Ãèááñà (ringing).

Áàçîâàÿ ëèíèÿ äëÿ ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå ëîêàëèçàöèè [−AN , AN ]

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Lb(x) = f(−AN) +
f(AN)− f(−AN)

2AN
(x+ AN),

è ïðîåêöèîííûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè f(x) − Lb(x). Ïðèìåð

ïîñòðîåíèÿ áàçîâîé ëèíèè ôóíêöèè íà îòðåçêå ïðèâåäåí íà ðèñ. 3.8.

Ðèñ. 3.8: Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ áàçîâîé ëèíèè ôóíêöèè íà îòðåçêå

Â äâóõìåðíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå áàçîâîé ëèíèè, íàïðèìåð, äëÿ

êàæäîé èç ñòðîê èçîáðàæåíèÿ, îïðàâäàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìèçàöèè

àðòåôàêòîâ, âûçâàííûõ îñöèëëÿöèÿìè Ãèááñà, òîãäà êàê èñïîëüçîâàíèå

áàçîâîé ïëîñêîñòè áîëåå ïîäõîäèò äëÿ çàäà÷ äâóõìåðíîé ïàðàìåòðèçà-

öèè, ãäå óñòîé÷èâîñòü êîýôôèöèåíòîâ êîäèðîâàíèÿ èìååò áîëüøóþ öåí-

íîñòü, ÷åì óìåíüøåíèå êîëè÷åñòâà àðòåôàêòîâ.

Áàçîâàÿ ïëîñêîñòü äëÿ ôóíêöèè f(x, y) â îáëàñòè ëîêàëèçàöèè
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G = [−AN , AN ]× [−AM , AM ] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Pb(x, y) = ax+ by + c,

ãäå êîýôôèöèåíòû a, b, è ñ îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Arg

(
min
a,b,c

∫∫
G

(f(x, y)− ax− by − c)2 dxdy

)
.

Â ñëó÷àå ïðåäîáðàáîòêè èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ áàçîâîé ïëîñêîñòè

ïðîåêöèîííûé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ôóíêöèè f(x, y)− Pb(x, y).

3.3.2 Ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèé

Ñàìîå åñòåñòâåííîå ïðèìåíåíèå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ôóíêöèé Ýðìèòà äëÿ èçîáðàæåíèé � ÷àñòîòíàÿ ôèëüòðàöèÿ. Ïðèâåäåì

ïðèìåð âëèÿíèÿ ÷èñëà ôóíêöèé ðàçëîæåíèÿ íà ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò

àïïðîêñèìàöèè. Íà ðèñ. 3.9 - 3.13 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷àñòîòíîé ôèëü-

òðàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà, N � ÷èñëî ôóíêöèé Ýðìèòà

äëÿ îñè x, M � ÷èñëî ôóíêöèé Ýðìèòà äëÿ îñè y. Èñïîëüçîâàíû ìåòîä

ëîêàëèçàöèè ïî ïîñëåäíèì òî÷êàì ïåðåãèáà è ìåòîä ïðåäîáðàáîòêè ñ ïî-

ìîùüþ áàçîâûõ ëèíèé. Ó ðèñóíêîâ ðàçíîñòåé èçîáðàæåíèé 3.11 è 3.13

ïðîèçâåäåíî óâåëè÷åíèå èíòåíñèâíîñòåé íà 128.

Îòìåòèì, ÷òî íà ðèñ. 3.10 õîðîøî âèäåí ñèëüíûé ýôôåêò ëîæíîãî

îêîíòóðèâàíèÿ (ringing) îêîëî êîíòóðîâ òèãðà, õàðàêòåðíûé ïðè ïîïûò-

êå îïèñàíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ äàííûõ ñëèøêîì êîðîòêèì îòðåçêîì ðÿäà

Ôóðüå. Íà ðèñ. 3.12 îí óæå ïî÷òè íå âèäåí.



58

Ðèñ. 3.9: Èñõîäíîå èçîáðàæåíèå

Ðèñ. 3.10: Àïïðîêñèìàöèÿ c
N = 45,M = 30

Ðèñ. 3.11: Ðàçíîñòü èñõîäíîãî è àï-
ïðîêñèìèðîâàííîãî èçîáðàæåíèé

Ðèñ. 3.12: Àïïðîêñèìàöèÿ c
N = 90,M = 60

Ðèñ. 3.13: Ðàçíîñòü èñõîäíîãî è àï-
ïðîêñèìèðîâàííîãî èçîáðàæåíèé

×àñòîòíàÿ ôèëüòðàöèÿ íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ôóíêöèé Ýðìèòà äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíà ïðè ïîäàâëåíèè ðàçëè÷-

íûõ âûñîêî÷àñòîòíûõ àðòåôàêòîâ íà èçîáðàæåíèÿõ, íàïðèìåð, øóìà.

Íà ðèñ. 3.14 ïðèâåäåíà ñòàðàÿ ôîòîãðàôèÿ, åå îòôèëüòðîâàííûé âà-

ðèàíò ïîêàçàí íà ðèñ. 3.15. Ñîîòâåòñòâóþùèå äåòàëè ýòèõ èçîáðàæåíèé

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.16 è 3.17.
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Ðèñ. 3.14: Ñòàðàÿ îòêðûêà ñ øóìîì

Ðèñ. 3.15: Åå îòôèëüòðîâàííûé âàðèàíò

Ðèñ. 3.16: Äåòàëü ðèñ. 3.14 Ðèñ. 3.17: Äåòàëü ðèñ. 3.15

Ôèëüòðàöèÿ ïðîâîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ëîêàëèçàöèè ïî

íîðìå ïðè ε = 0.01, ÷òî ïðèâåëî ê äîñòàòî÷íî ñèëüíûì îñöèëëÿöèÿì

Ãèááñà îêîëî ïðàâîé ãðàíèöû ðèñ. 3.15.
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3.3.3 Òåêñòóðíûé àíàëèç èçîáðàæåíèé

Ïîíÿòèå òåêñòóðà â àíàëèçå èçîáðàæåíèé íå ôîðìàëèçóåòñÿ. Ñóùåñòâó-

åò òîëüêî ñîãëàøåíèå, ÷òî òåêñòóðà � ýòî èçìåíåíèå äàííûõ â ìàñøòàáàõ

ìåíüøèõ ìàñøòàáîâ àíàëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, íà ðèñ. 3.18

ìû âèäèì ôóòáîëèñòà ñáîðíîé Íèãåðèè ñ ìÿ÷îì. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò

èäåíòèôèêàöèÿ ÷åëîâåêà èëè ìÿ÷à êàê îáúåêòà, óçîð íà îäåæäå èëè ìÿ-

÷å ñ÷èòàåòñÿ òåêñòóðîé. Åñëè íàñ èíòåðåñóåò èäåíòèôèêàöèÿ öâåòêà èëè

ðàñòåíèÿ íà ðóáàøêå èëè ìÿ÷å, òî êàæäûé öâåòîê èëè ðàñòåíèå óçîðà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåòåêñòóðèðîâàííûé îáúåêò â ìàñøòàáå ýòîãî èçîá-

ðàæåíèÿ, òàê êàê ìû âðÿä ëè ñìîæåì óâèäåòü êàêèå-ëèáî äåòàëè âíóòðè

íåãî.

Ðèñ. 3.18: Èçîáðàæåíèå ñ òåêñòóðèðî-
âàííûìè îáúåêòàìè

Â òî æå âðåìÿ äëÿ äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà òåêñòóð äëÿ èõ ñðàâíå-

íèÿ âîçìîæíà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà îñíîâå ÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè, ïðåäî-

ñòàâëÿåìîé ïðîåêöèîííûì ìåòîäîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà.

Ýòî âîçìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî íèæå ìåòîäà.

Ðàññìîòðèì äëÿ ïðèìåðà 2 èçîáðàæåíèÿ òåêñòóðû ñîëîìû, ïðèâåäåí-

íûå íà ðèñ. 3.19 è ðèñ. 3.20:
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Ðèñ. 3.19: Òåêñòóðà ñîëîìû 1 Ðèñ. 3.20: Òåêñòóðà ñîëîìû 2

Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî íèêàêèå ïîïèêñåëüíûå ìåòðèêè ñðàâíåíèÿ

ñõîæåñòè èçîáðàæåíèé íå äàþò íàì âîçìîæíîñòü ñðàâíåíèÿ òåêñòóð. Ñî-

îòâåòñòâåííî, ñðàâíåíèå òåêñòóð äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ ñ èñïîëüçîâà-

íèåì êàêèõ-òî õàðàêòåðèñòèê èçîáðàæåíèÿ â öåëîì. È äîñòàòî÷íî èí-

ôîðìàòèâíûìè äëÿ ýòîãî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè èçîáðà-

æåíèé.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò ïîñòðîåíèÿ òàêèõ õàðàêòåðèñòèê ñ ïîìîùüþ äâó-

ìåðíûõ ôóíêöèé ψn(x, y) = ψn(x) · 1, ò.å., ðåàëüíî ìû îñòàâëÿåì äëÿ

îïèñàíèÿ òîëüêî îäíîìåðíûå ôóíêöèè Ýðìèòà. Ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèé

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.21 è ðèñ. 3.22.

Ðèñ. 3.21: ψ4(x, y) Ðèñ. 3.22: ψ15(x, y)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé êâàäðàòíîé îáëàñòè èçîáðàæåíèÿ

òåêñòóð. Èñïîëüçóåì ïðîåêöèîííûé ìåòîä äëÿ êàæäîé èç ñòðîê èçîáðà-

æåíèÿ ïðè âûáðàííîì êîëè÷åñòâå ôóíêöèé Ýðìèòà N + 1 è èõ îáëàñòè

ëîêàëèçàöèè [−ÀN , AN ]. C÷èòàÿ ïðè âû÷èñëåíèÿõ ðàçìåðû èçîáðàæåíèÿ
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êàê 2ÀN × 2AN è (0, 0) öåíòðîì èçîáðàæåíèÿ íàõîäèì èíòåãðèðîâàííûå

êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ:

αi =

AN∫
−ÀN

AN∫
−ÀN

f(x, y)ψi(x, y) dxdy. (3.11)

Ðàçîáüåì ïîëó÷åííûå êîýôôèöèåíòû ïî ÷àñòîòíûì êàíàëàì. Íà-

ïðèìåð äëÿ ñëó÷àÿ N = 63, ìû èñïîëüçóåì ðàçáèåíèå íà øåñòü êàíà-

ëîâ (3.12), ïðè ýòîì ñóììû êâàäðàòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ

ðàçëîæåíèÿ äàþò íàì çíà÷åíèÿ ýíåðãèé êàíàëîâ.

E1 = (α0)
2 + (α1)

2,

E2 = (α2)
2 + (α3)

2 + (α4)
2,

E3 = (α5)
2 + (α6)

2 + (α7)
2 + (α8)

2, (3.12)

. . .

E6 = (α33)
2 + (α34)

2 + . . .+ (α62)
2 + (α63)

2.

Äàëåå ìû ìîæåì ïîâòîðèòü òàêóþ æå ïðîöåäóðó äëÿ èçîáðàæåíèé

ôóíêöèé, ïîâåðíóòûõ íà íåêîòîðûå óãëû. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëÿòü

äâóõìåðíûå ÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè èçîáðàæåíèÿ.

Ðèñ. 3.23: Îðèåíòàöèè ψ15 ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê

Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ïîâîðîòû íà 22.5◦, ìû ïðîâîäèì âîñåìü âû÷èñ-
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ëåíèé ñ íàáîðîì ôóíêöèé ψn(x, y) (ñì. ïðèìåð äëÿ ψ15(x, y) íà ðèñ. 3.23),

è äëÿ êàæäîãî èç íèõ ìû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåì ýíåðãèè êàíà-

ëîâ (íà ñàìîì äåëå âðàùàþòñÿ íå ôóíêöèè Ýðìèòà, à àïïðîêñèìèðóåìîå

èçîáðàæåíèå).

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ìû ïîëó÷àåì 6 · 8 = 48 ÷àñòîòíûõ õàðàê-

òåðèñòèê äëÿ îäíîãî èçîáðàæåíèÿ òåêñòóðû. Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà,

îíè èíôîðìàòèâíû äëÿ ñðàâíåíèÿ òåêñòóð. Åñëè îòíîðìèðîâàòü çíà÷å-

íèÿ ýíåðãèé äëÿ âèçóàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, òî èíôîðìàòèâíîñòü õà-

ðàêòåðèñòèê äîñòàòî÷íî õîðîøî èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3.24 , ãäå ïðèâåäåíû

ïîëó÷åííûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ðàçíûõ òåêñòóð.

Ðèñ. 3.24: Òåêñòóðû è âèçóàëèçàöèÿ èõ ÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèé êà-

íàëîâ. Ìû ìîæåì, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü

1. èåðàðõè÷åñêèé ìåòîä � ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè E1 âû÷åñòü èç

èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ èçîáðàæåíèå α0ψ0(x, y)+α1ψ1(x, y) (ðàçìåð èçîá-

ðàæåíèÿ ïðè ýòîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì îáëàñòè ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè

ψ1(x)) è àïðîêñèìèðîâàòü äëÿ 2-ãî êàíàëà èíôîðìàöèþ, âíîâü èñïîëüçóÿ

ôóíêöèè ñ èíäåêñàìè 0− 5 ïðè ðàçìåðå èçîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåì
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ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè ψ5(x) è àíàëîãè÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ E3−E6;

èëè

2. èåðàðõè÷åñêèé ìåòîä áåç âû÷èòàíèÿ � ïðè íàõîæäåíèè ýíåðãèé

èåðàðõè÷åñêèì ìåòîäîì íå îñóùåñòâëÿòü âû÷èòàíèÿ àïïðîêñèìàöèé, ïî-

ëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.

Ïðè ñðàâíåíèè äâóõ òåêñòóð íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà, ìû ìîæåì, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü â

êà÷åñòâå ìåðû èõ ñîîòâåòñòâèÿ êâàäðàòè÷íîå ðàññòîÿíèå ρ ïîëó÷åííûõ

âåêòîðîâ äëèíû 48 ïàðàìåòðîâ ïåðâîé è âòîðîé òåêñòóð. Â êà÷åñòâå ïðè-

ìåðà èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé ìåòðèêè ìû ìîæåì âçÿòü çàäà÷ó òåêñòóðíîé

ñåãìåíòàöèè èçîáðàæåíèé. Íà ðèñ. 3.25 ïðèâåäåíû ïðèìåð èñêóññòâåííî

ñãåíåðèðîâàííîãî èçîáðàæåíèÿ èç íàáîðà òåêñòóð, à íà ðèñ. 3.26 ïðèìåð

ðåàëüíîãî îáúåêòà.

Ðèñ. 3.25: Òåêñòóðíàÿ ñåãìåíòàöèÿ ìîäåëüíîãî èçîáðàæåíèÿ

Ðèñ. 3.26: Òåêñòóðíàÿ ñåãìåíòàöèÿ ðåàëüíîãî èçîáðàæåíèÿ
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Äëÿ íèõ ïðîâåäåíà òåêñòóðíàÿ ñåãìåíòàöèÿ ïðè óñëîâèè îòíåñåíèÿ

òåêñòóð ê îäíîìó êëàññó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè % ìåæ-

äó íèìè, è ïðè óñëîâèè, êîãäà òðåáóåìîå ðàññòîÿíèå âçÿòî ñóùåñòâåííî

ìåíüøèì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèþ òåêñòóð ìîæíî ïðîâîäèòü è èñ-

ïîëüçóÿ äâóõìåðíûå ôóíêöèè Ýðìèòà, ïðèìåðû èçîáðàæåíèé êîòîðûõ

ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ðèñ. 3.27.

Ðèñ. 3.27: Ôóíêöèè Ýðìèòà ψ0,3(x, y), ψ1,2(x, y), ψ2,1(x, y), ψ3,0(x, y), ψ0,7(x, y), ψ2,5(x, y),
ψ3,4(x, y)

3.3.4 Ôîâåàöèÿ èçîáðàæåíèé

Ôîâåàöèÿ îòíîñèòñÿ ê ñîçäàíèþ è îòîáðàæåíèþ ñèãíàëà, ïðè êîòîðîì

ðàçðåøåíèå èçìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ñèãíàëà. Îáëàñòü ñ ñàìûì âû-

ñîêèì ðàçðåøåíèåì íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ôîâåàöèè. Îñíîâíîå çíà÷åíèå

ôîâåàöèè � ýòî êîìïðåññèÿ è ïðèíóäèòåëüíàÿ ôîêóñèðîâêà. Ôîâåàöèÿ

èçîáðàæåíèÿ èñïîëüçóåò òîò ôàêò, ÷òî ðàçðåøåíèå çðèòåëüíîé ñèñòå-

ìû ÷åëîâåêà ñíèæàåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ âçãëÿäà, ïîýòîìó

íåîáõîäèìî ïåðåäàâàòü òîëüêî ìåëêèå äåòàëè â íàïðàâëåíèè âçãëÿäà.

Ôîâåàöèÿ èçîáðàæåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè èññëåäîâà-

íèè çðåíèÿ. Íàïðèìåð, åãî ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñî÷åòàíèè ñ îòñëåæè-

âàíèåì ãëàç äëÿ òî÷íîãî óïðàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé èíôîðìàöèåé,

äîñòóïíîé ÷åðåç ñåò÷àòêó ãëàçà.



66

Ñâîéñòâà ôóíêöèé Ýðìèòà äåëàþò èõ óäîáíûìè äëÿ ôîâåàöèîííîé

àïïðîêñèìàöèè èçîáðàæåíèé. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè

â öåíòðå ñèãíàëà (èçîáðàæåíèÿ) âêëàä â ðàçëîæåíèå äàþò âñå èñïîëüçó-

åìûå ôóíêöèè, â òî âðåìÿ êàê íà êðàÿõ îòðåçêà àïïðîêñèìàöèè (èçîá-

ðàæåíèÿ) ó÷àñòâóþò òîëüêî ôóíêöèè ñ íàèáîëüøèìè íîìåðàìè. Îòìå-

òèì, ÷òî ôóíêöèè òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå òàêèì ñâîéñòâîì íå

îáëàäàþò - îíè íå èìåþò õàðàêòåðíûõ îáëàñòåé âû÷èñëèòåëüíîé ëîêà-

ëèçàöèè, ðàñøèðÿùèõñÿ ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà ôóíêöèè.

Íå óòî÷íÿÿ äåòàëåé ìåòîäà, íà ðèñ. 3.28 - 3.33 ïðèâåäåíû ïðèìåðû

èçîáðàæåíèé è èõ ðàçëè÷íûõ ôîâåàöèîííûõ àïïðîêñèìàöèé àëãîðèòìîì

íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé Ýðìèòà.

Ðèñ. 3.28: Èñõîäíîå èçîá-
ðàæåíèå

Ðèñ. 3.29: Ôîâåàöèÿ ïî
öåíòðó èçîáðàæåíèÿ

Ðèñ. 3.30: Áîëåå ñèëüíàÿ
ôîâåàöèÿ

Ðèñ. 3.31: Èñõîäíîå èçîá-
ðàæåíèå

Ðèñ. 3.32: Ôîâåàöèÿ ïî
öåíòðó èçîáðàæåíèÿ

Ðèñ. 3.33: Áîëåå ñèëüíàÿ
ôîâåàöèÿ
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Ãëàâà 4

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè è

òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà

4.1 Ñâÿçü âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè

Ðàññìîòðèì â äàííîì ðàçäåëå îäíîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ãäå çà-

äàííîé âî âðåìåííîé îáëàñòè ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò åå ïðåîáðàçîâàíèå

Ôóðüå � ôóíêöèÿ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè. Ìåæäó ñâîéñòâàìè ôóíêöèè è åå

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå èìååòñÿ ðÿä ñîîòíîøåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ èõ

ëîêàëèçàöèþ â ýòèõ îáëàñòÿõ.

4.1.1 Òåîðåìà î êîìïàêòíûõ íîñèòåëÿõ

Ïðèíöèïèàëüíàÿ íåâîçìîæíîñòü îäíîâðåìåííîé ëîêàëèçàöèè è ôóíêöèè

è åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóåò èç òåîðåìû îá èõ êîìïàêòíûõ íîñè-

òåëÿõ.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(x) 6≡ 0 èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, òî åå

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F (ω) íå ìîæåò èìåòü êîìïàêòíîãî íîñèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ðàññìîòðèì íåñèììåòðè÷íóþ ôîðìó

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ïóñòü F (ω) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, ñîäåð-
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æàùèéñÿ â îòðåçêå [−A,A]. Òîãäà

f(x) =
1

2π

A∫
−A

F (ω)eiωx dω. (4.1)

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê âíå êîìïàêòíîãî íîñèòåëÿ ôóíêöèè f è

òî÷êó x0 âíóòðè âûáðàííîãî îòðåçêà. Äëÿ íåå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ:

f (n)(x0) =
1

2π

A∫
−A

F (ω)(iω)neiωx0 dω = 0.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

f(x) =
1

2π

A∫
−A

F (ω)eiω(x−x0)eiωx0 dω,

ðàçëîæåíèå eiω(x−x0) â áåñêîíå÷íûé ðÿä äàåò äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè

ïðÿìîé x ∈ R

f(x) =
1

2π

∞∑
n=0

(x− x0)
n

n!

A∫
−A

F (ω)(iω)neiωx0 dω = 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ f(x) 6≡ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññìîòðåíèè ñîâìåñòíîé ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè

è åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íåîáõîäèìî ââîäèòü ñïåöèàëüíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè ëîêàëèçàöèè ôóíêöèé, ïîñêîëüêó îöåíêà, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿ-

òèè êîìïàêòíîãî íîñèòåëÿ, íåïðèìåíèìà.

4.1.2 Ìîìåíòû ôóíêöèè

Îäíà èç îöåíîê ëîêàëèçàöèè ôóíêöèé îñíîâàíà íà àíàëèçå èõ ìîìåíòîâ.

Ìîìåíòû ôóíêöèè ñâÿçàíû ñ ïîâåäåíèåì åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðè
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íóëåâîé ÷àñòîòå. Òàê, íóëåâîé ìîìåíò � îïðåäåëåííûé èíòåãðàë

∞∫
−∞

f(x) dx = F (0).

Äåéñòâèòåëüíî,

∞∫
−∞

f(x) dx =

∞∫
−∞

f(x)e−i2πxω dx
∣∣∣
ω=0

= F (0).

Àíàëîãè÷íî,
∞∫

−∞

F (ω) dω = f(0).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè

ëåãêî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ n-ãî ìîìåíòà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∞∫
−∞

xnf(x) dx =
F (n)(0)

(−2πi)n
.

Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíòû ôóíêöèè ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, èñïîëüçóÿ

çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîèçâîäíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïðè íó-

ëåâîé ÷àñòîòå.

Äëÿ àíàëèçà ëîêàëèçàöèè ôóíêöèé ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå

õàðàêòåðèñòèêè, ñâÿçàííûå ñ ìîìåíòàìè ôóíêöèè:

� Öåíòðîèä

< x >=

∞∫
−∞

xf(x) dx

∞∫
−∞

f(x) dx

= − F ′(0)

2πiF (0)
;

� Èíåðöèÿ

< x2 >=

∞∫
−∞

x2f(x) dx

∞∫
−∞

f(x) dx

= − F ′′(0)

4π2F (0)
;
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Ïðèìåðû ôóíêöèé ñ ìàëåíüêîé è áîëüøîé èíåðöèåé èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 4.1 è 4.2.

Ðèñ. 4.1: Ôóíêöèÿ ñ ìàëåíüêîé èíåðöèåé Ðèñ. 4.2: Ôóíêöèÿ ñ áîëüøîé èíåðöèåé

Ïðèâåäåì òàêæå âûðàæåíèå äëÿ èíåðöèè ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé:

< x2 >f∗g=< x2 >f + < x2 >g +2
F ′(0)

2πiF (0)

G′(0)

2πiG(0)
.

Â ñëó÷àå g(x) = δ(x− a) ïîëó÷àåì

< x2 >f(x−a)=< x2 >f +a2.

� Äèñïåðñèÿ

σ2 =< (x− < x >)2 >=

∞∫
−∞

(x− < x >)2f(x) dx

∞∫
−∞

f(x) dx

=

= − F ′′(0)

4π2F (0)
+

(F ′(0))2

4π2(F (0))2
;

(4.2)

Äèñïåðñèÿ ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé

σ2
f∗g = σ2

f + σ2
g .

Äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé ëîêàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ

òàêæå âåëè÷èíà

Wf =

∞∫
−∞

f(x) dx

f(0)
=

F (0)
∞∫
−∞

F (ω) dω

=
1

WF
,

íàçûâàåìàÿ øèðèíîé ëîêàëèçàöèè, îäíàêî âîçìîæíîñòü çíà÷åíèÿ ôóíê-
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öèè f(0) = 0 ñèëüíî çàòðóäíÿåò åå èñïîëüçîâàíèå.

4.1.3 Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè

Íàèáîëåå èçâåñòíûì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó âðåìåííîé è ÷àñòîòíîé ëîêà-

ëèçàöèåé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, èçâåñòíàÿ êàê ñîîòíîøåíèå íåîïðå-

äåëåííîñòè. Â òîì ÷èñëå, ïîä íàçâàíèåì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

Ãåéçåíáåðãà, ýòà òåîðåìà øèðîêî èçâåñòíà è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, îïè-

ñûâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü îäíîâðåìåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ è èì-

ïóëüñà ÷àñòèöû.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìåðû ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè f ∈ L2(R) äèñïåð-

ñèþ ôóíêöèè f(x)f ∗(x), îáîçíà÷èì åå êàê (∆x)2 è áóäåì ñîîòíîñèòü å¼ ñ

äèñïåðñèåé ôóíêöèè F (ω)F ∗(ω), îáîçíà÷åííîé êàê (∆ω)2. Ïðè ýòîì ìû

ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïåðâûå ìîìåíòû ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé

ðàâíû íóëþ. Îáîáùåíèå íà îáùèé ñëó÷àé íåíóëåâûõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ

äîñòàòî÷íî ïðîñòî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

√
Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â êîìïëåêñíîé ôîðìå (çäåñü è äà-

ëåå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ −∞ è ∞ îïóñêàåì):[∫
(g∗(x)f(x) + g(x)f ∗(x)) dx

]2

6 4

∫
g(x)g∗(x) dx

∫
f(x)f ∗(x) dx;

(4.3)

è

√
ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè:∫

f ′f ′∗ dx = 4π2

∫
ω2FF ∗ dω; (4.4)

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìó
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Òåîðåìà (ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè). Äëÿ ôóíêöèè f ∈
L2(R) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(∆x)2(∆ω)2 >
1

16π2
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(∆x)2(∆ω)2 =

∫
x2ff ∗ dx

∫
ω2FF ∗ dω∫

ff ∗ dx
∫
FF ∗ dω

<ïî îïðåäåëåíèþ>

=

∫
xfxf ∗ dx

∫
f ′f ′∗ dx

4π2
(∫

ff ∗ dx
)2 <ðàâåíñòâî Ïëàíøåðåëÿ è (4.4)>

>

∣∣∫ xf ∗f ′ + xff ′∗ dx
∣∣2

16π2
(∫

ff ∗ dx
)2 <íåðàâåíñòâî (4.3)>

=

∣∣∫ x d(ff ∗)
∣∣2

16π2
(∫

ff ∗ dx
)2 <èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì>

=

∣∣∫ ff ∗ dx∣∣2
16π2

(∫
ff ∗ dx

)2

=
1

16π2
.

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî (4.3) ïåðåõîäèò â ðà-

âåíñòâî â ñëó÷àå, êîãäà g(x) = cf(x), ãäå c � êîíñòàíòà. Ñîîòâåòñòâåííî,

ðàâåíñòâî â ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííîñòè äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå f ′(x) =

cxf(x). Çàïèñàâ äëÿ óäîáñòâà c = −2b, ïîëó÷àåì ðåøåíèå äèôôåðåíöè-

àëüíîãî óðàâíåíèÿ êàê f(x) = ae−bx
2

.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðèâåäåííàÿ íàìè ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ïðåä-

ïîëàãàëà íóëåâûå ïåðâûå ìîìåíòû ôóíêöèè è åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Â ñëó÷àå íåíóëåâûõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ u è uF , ñäâèãè ïî âðåìåíè è ÷à-

ñòîòå ïðèâîäÿò ðåçóëüòàò ê âèäó f(x) = ae−b(x−u)2eiuFx.
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Ïîñëå íîðìèðîâêè âõîäÿùåé â íåå ãàóññîâñêîé ôóíêöèè, ìû ïîëó÷àåì

ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãàáîðà:

g(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 eiuFx. (4.5)

Êîýôôèöèåíò

N =
1√
2πσ

,

ïîëó÷åí èç óñëîâèÿ

N

∫ ∞
−∞

e−
x2

2σ2 dx = 1.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãàáîðà ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé, íî åå ïðåîáðàçî-

âàíèå Ôóðüå � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ

G(ω) = F{g(x)} = e
−σ2(ω−uF )2

2 .

4.1.4 Ãàáîðîâñêàÿ ôèëüòðàöèÿ

Ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèé ó íàñ âîçíèêàåò äèëåììà.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè âû÷èñëåíèè ñâåðòêè ôèëüòðà è îáðàáàòûâàåìî-

ãî èçîáðàæåíèÿ ìû õîòèì, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ èíôîðìàöèÿ áûëà ëîêàëü-

íà. Òàêèì îáðàçîì, ìû õîòèì, ÷òîáû ðàçìåð ôèëüòðà áûë íåáîëüøèì.

Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû õîòèì, ÷òîáû àíàëèç ïðîâîäèëñÿ íà íåáîëü-

øîì ó÷àñòêå â ÷àñòîòíîé îáëàñòè, ÷òîáû èìåòü ëîêàëèçàöèþ ðåçóëüòè-

ðóþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ õîðîøåé èçáèðàòåëüíîñòè ôèëüòðà.

Ò.å. ìû õîòèì, ÷òîáû è ðàçìåð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèëüòðà áûë ìàë

(ðàçìåð àíàëèçèðóåìîé ÷àñòîòíîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì ïðåî-

áðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôèëüòðà, íà êîòîðîå óìíîæàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-

ðüå èçîáðàæåíèÿ).

Ê ñîæàëåíèþ, ýòî íåâîçìîæíî. Ãðóáî ãîâîðÿ, óìåíüøåíèå ðàçìåðà

îáëàñòè ëîêàëèçàöèÿ ôóíêöèè ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàçìåðà îáëàñòè

ëîêàëèçàöèè åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Ìû âèäåëè ýòî äëÿ ðàçëè÷íûõ

âàðèàíòîâ ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ëîêàëèçàöèè, íàïðèìåð, â ñîîòíîøå-
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íèè íåîïðåäåëåííîñòè. Ïîýòîìó ôóíêöèè Ãàáîðà, íà êîòîðûõ äîñòèãàåò-

ñÿ íèæíÿÿ îöåíêà íåîïðåäåëåííîñòè, øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàêòèêå.

Ïðèìåð Ãàáîðîâñêîãî ñëîâàðÿ ôèëüòðîâ

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèé Ãàáîðà ïðè ïîñòðîåíèè ñëîâàðÿ

ôèëüòðîâ. Ñëîâàðü ôèëüòðîâ � ýòî íàáîð ôèëüòðîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ

àíàëèçà èçîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ñâåðòêè (ôóíêöèè âçàèìíîé

êîððåëÿöèè).

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 4.3 ïðèâåäåí ñëîâàðü èç 8 ôèëüòðîâ,

êîòðûé ìû ïðèìåíèì ê èçîáðàæåíèþ íà ðèñ. 4.4.

Ðèñ. 4.3: Ñëîâàðü ôèëüòðîâ

Ðèñ. 4.4: Àíàëèçèðóåìîå èçîáðàæåíèå

Ðåçóëüòàòû ôèëüòðàöèè èçîáðàæåíèÿ áàáî÷êè 4.4 ñ ïîìîùüþ íàáîðà

4.3 ïîêàçàíû íà ðèñ. 4.5.

Ðèñ. 4.5: Ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ñëîâàðÿ ôèëüòðîâ
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Àíàëèçèðóÿ èíòåíñèâíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ ôèëüòðîâ, ìîæ-

íî âèäåòü îáëàñòè ñîîòâåòñòâèÿ îáëàñòåé èçîáðàæåíèé èñïîëüçîâàííûì

ïàòòåðíàì, êîòîðûå çàäàíû èçîáðàæåíèÿìè ñëîâàðÿ ôèëüòðîâ.

Ðàññìîòðèì êàê äîñòàòî÷íî ïîêàçàòåëüíûé ïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå ñëî-

âàðÿ èç ôóíêöèé Ãàáîðà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äåòåêòèðîâàíèÿ ïåðåëîìà

è òðåùèíû øåéêè áåäðà ñ ïîìîùüþ àíàëèçà òåêñòóðû íà ðåíòãåíîâñêèõ

ñíèìêàõ.

Ñõåìà âåðõíåé ÷àñòè ÷åëîâå÷åñêîãî áåäðà è ïðèìåð ðåíòãåíîâñêîãî

ñíèìêà øåéêè áåäðà ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.6

Ðèñ. 4.6: Ñõåìà âåðõíåé ÷àñòè áåäðà è øåéêà áåäðà íà ðåíòãåíîâñêîì ñíèìêå

Êàê âèäíî íà ñíèìêå, òåêñòóðà øåéêè áåäðà èìååò äîñòàòî÷íî ãëàäêîå

ïîëå íàïðàâëåíèé. Ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàåò èäåÿ äåòåêòèðîâàòü ïåðå-

ëîì èëè òðåùèíó øåéêè áåäðà, äåòåêòèðóÿ ðàçðûâû â ýòîì ïîëå.

Ðèñ. 4.7: Ïðèìåðû ðàçáèåíèÿ íà îáëàñòè äëÿ ñíèìêà øåéêè áåäðà. (a), (b) - çäîðîâûå êîñòè,
(ñ) - ïîâðåæäåííàÿ

Äëÿ òàêîãî àíàëèçà ðàçîáúåì îáëàñòü øåéêè áåäðà íà êâàäðàòíûå
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áëîêè, ïîëíîñòüþ ëåæàùèå â àíàëèçèðóåìîé îáëàñòè, êàê ïîêàçàíî íà

ðèñ. 4.7.

Äëÿ êàæäîãî èç âûäåëåííûõ êâàäðàòíûõ áëîêîâ ìû ñ ïîìîùüþ ñëî-

âàðÿ èç ôóíêöèé Ãàáîðà áóäåì íàõîäèòü ïðåèìóùåñòâåííîå íàïðàâëåíèå

òåêñòóðû.

Îðèåíòèðîâàííóþ äâóõìåðíóþ ôóíêöèþ Ãàáîðà çàïèøåì êàê

g(x, y) = f(x′, y′)e2πiξx′.

Çäåñü f(x′, y′) � ãàóññîâñêàÿ ôóíêöèÿ

f(x′, y′) =
1

2πσ2
e−

x′2+y′2

2σ2 ,

ãäå (x′, y′) = (x cos θ+y sin θ,−x sin θ+y cos θ) � ïîâåðíóòûå êîîðäèíàòû.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ îòäåëüíî äëÿ âåùåñòâåííîé

è êîìïëåêñíîé ÷àñòåé ôóíêöèè Ãàáîðà. Ïðèìåð ïîâåäåíèÿ âåùåñòâåííîé

÷àñòè äâóõìåðíîé ôóíêöèè Ãàáîðà ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.8.

Ðèñ. 4.8: Ïðèìåð âåùåñòâåííîé ÷àñòè äâóõìåðíîé ôóíêöèè Ãàáîðà

Ðàññìîòðèì, òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè

gc,ξθ(x, y) = f(x′, y′) cos(2πξx′),

gs,ξθ(x, y) = f(x′, y′) sin(2πξx′).
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Â îáùåì ñëó÷àå, ìû äîëæíû äëÿ àíàëèçà èñïîëüçîâàòü ñëîâàðü ôèëü-

òðîâ ñ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè ïàðàìåòðîâ îðèåíòèðîâàííîé ôóíê-

öèè Ãàáîðà. Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå áûëà ïðîâåäåíà ïðåäâàðèòåëüíàÿ

îöåíêà õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû òåêñòóðû ðåíòãåíîãðàìì øåéêè áåäðà. Äëÿ

ýòîãî äëÿ íàáîðà èç 30 èçîáðàæåíèé áûëè ïîëó÷åíû àìïëèòóäû ïðåî-

áðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Ðèñ. 4.9: (a) ðåíòãåíîãðàììà, (b) - àìïëèòóäà åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, (ñ) - íàõîæäåíèå
õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû

Çàòåì, èñêëþ÷èâ îêðåñòíîñòü íóëåâîé ÷àñòîòû, áûëà ïðîâåäåíà àï-

ïðîêñèìàöèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ îáëàñòè íàéäåííûõ ÷àñòîò, êàê èçîáðàæå-

íî íà ðèñ. 4.9. Çäåñü U è V � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò íàéäåííûõ

÷àñòîò, àìïëèòóäû êîòîðûõ âûøå íåêîòîðîãî âûáðàííîãî ïîðîãà. Ñ ïî-

ìîùüþ òàêîãî àëãîðèòìà áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà õàðàêòåðíîé ÷àñòîòû

ξ =
√
U 2 + V 2 = 0.13 öèêëà íà ïèêñåë.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé îðèåíòàöèè áëî-

êîâ èñïîëüçóåòñÿ ñëîâàðü ôèëüòðîâ Ãàáîðà, ñ ÷àñòîòîé ξ = 0.13. Îðèåí-

òàöèè θ ðàññìàòðèâàþòñÿ â èíòåðâàëå 0− 157.5◦ ñ øàãîì 22.5◦.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäïî÷òèòåëüíîé îðèåíòàöèè áëîêà, â êàæäîì ïèê-

ñåëå ýòîãî áëîêà ïðè âûáðàííîì íàáîðå îðèåíòàöèé ìû âû÷èñëÿåì ñâåðò-

êè

ec,ξθ = I(x, y) ∗ gc,ξθ,

es,ξθ = I(x, y) ∗ gs,ξθ,

è íàõîäèì

Eξθ(x, y) = e2
c,ξθ(x, y) + e2

s,ξθ(x, y).
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Ïðåäïî÷òèòåëüíàÿ îðèåíòàöèÿ áëîêà âû÷èñëÿåòñÿ êàê óãîë èç 8 îðèåí-

òàöèé íàáîðà ñëîâàðÿ ôèëüòðîâ Ãàáîðà, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå

Êξθ =
1

SxSy

Sx∑
x=1

Sy∑
y=1

Eξθ(x, y),

ãäå Sx è Sy � ãîðèçîíòàëüíûé è âåðòèêàëüíûé ðàçìåðû áëîêà.

Ïðèìåðû ïîëó÷èâøèõñÿ ïîëåé íàïðàâëåíèé äëÿ çäîðîâûõ è ïîâðå-

æäåííûõ øååê áåäðà, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâåíû íà ðèñ. 4.10 è ðèñ. 4.11.

Ðèñ. 4.10: Ïîëÿ íàïðàâëåíèé äëÿ çäîðîâûõ øååê áåäðà

Ðèñ. 4.11: Ïîëÿ íàïðàâëåíèé äëÿ ïîâðåæäåííûõ øååê áåäðà

Ïîëó÷èâøèåñÿ èçîáðàæåíèÿ è ñàìè äîñòàòî÷íî èíôîðìàòèâíû, íî
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îáû÷íî èõ èñïîëüçóþò êàê èñõîäíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ äàëüíåéøåãî ïðè-

íÿòèÿ ðåøåíèÿ î öåëîñòíîñòè øåéêè áåäðà ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìàøèí-

íîãî îáó÷åíèÿ.

Ñëîâàðü Ãàáîðîâñêèõ âåéâëåòîâ

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëîâàðü èç Ãàáîðîâñêèõ âåéâëåòîâ.

Çàïèøåì äâóõìåðíóþ ôóíêöèþ Ãàáîðà â âèäå

g(x, y) =
1

2πσxσy
exp

[
−1

2

(
x2

σ2
x

+
y2

σ2
y

)
+ 2πiWx

]
. (4.6)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè (4.6) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíê-

öèåé

G(u, v) = exp

{
−1

2

[
(u−W )2

σ2
u

+
v2

σ2
v

]}
, (4.7)

ãäå σu = 1/(2πσx) è σv = 1/(2πσy).

Ãàáîðîâñêèå âåéâëåòû çàäàþòñÿ êàê

gmn(x, y) = a−mg(x′, y′), a > 1, m, n � öåëûå,

x′ = a−m(x cos θ + y sin θ),

y′ = a−m(−x sin θ + y cos θ),

θ = nπ/K, ãäå K � ÷èñëî îðèåíòàöèé.

Ôèëüòðàöèÿ èçîáðàæåíèÿ I(x, y) ñ ïîìîùüþ âåéâëåòà ñ èíäåêñàìè

m,n îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå âû÷èñëåíèÿ

Zmn(x, y) =

∫
I(x, y)g∗mn(x− x1, y − y1) dx1dy1.

Îáû÷íî èñïîëüçóþò íàáîð âåéâëåòîâ Ãàáîðà, ó êîòîðîãî ñîîòâåòñòâó-

þùèé íàáîð ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå Gmn(u, v) ¾ïëîòíî ïîêðûâàåò¿ ÷à-

ñòîòíóþ îáëàñòü. Ïðèìåð òàêîãî íàáîðà ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.12. Ýëëèïñû

âåéâëåòîâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîâèíàì ïèêà àìïëèòó-
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äû ãàóññîâñêèõ ôóíêöèé.

Ðèñ. 4.12: Êîíòóðû ôèëüòðîâ â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîâèíàì ïèêà àìïëè-
òóäû îòêëèêîâ ôèëüòðà â âåéâëåòíîì ñëîâàðå ôèëüòðîâ Ãàáîðà. Èñïîëüçîâàíû ïàðàìåòðû
Uh = 0.04, U1 = 0.05, K = 6 è S = 4

Ïðèâåäåííîå íà ðèñ. 4.12 ¾ïëîòíîå çàïîëíåíèå¿ ôèëüòðàìè ÷àñòîòíîé

îáëàñòè ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùåìó âûáîðó ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû Ãàáîðîâ-

ñêèõ âåéâëåòîâ:

a = (Uh/U1)
1/(S−1), σu =

(a− 1)Uh

(a+ 1)
√

2 ln 2
,

σv = tg
( π

2K

)[
Uh − 2 ln 2

(
σ2
u

Uh

)][
2 ln 2− (2 ln 2)2σ2

u

U 2
h

]−1/2

,

W = Uh è m = 0, 1, . . . , S − 1.

Âèä çàïîëíåíèÿ ÷àñòîòíîé ïëîñêîñòè ìîæíî âàðüèðîâàòü ìåíÿÿ ïà-

ðàìåòðû ñèñòåìû âåéâëåòîâ.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìû Ãàáîðîâñêèõ âåéâëå-

òîâ îñîáåííî ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ ñìûñë ïðîáëåìû ñîâìåñòíîé ëîêàëèçàöèè

ôèëüòðîâ è èõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå: ëîêàëèçàöèÿ çàäàåòñÿ îáðàòíî-

ïðîïîðöèîíàëüíûìè âåëè÷èíàìè äèñïåðñèé, è ìû äîëæíû íàõîäèòü êîì-

ïðîìèññ ìåæäó ëîêàëèçàöèåé âåéâëåòà (ðàçìåð îáëàñòè àíàëèçà äëÿ èí-
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ôîðìàöèè î ïèêñåëå â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè) è ëîêàëèçàöèåé åãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (òî÷íîñòü àíàëèçà ïî ÷àñòîòå).

4.2 Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó èíòåðïîëÿöèè ñèãíàëà ïîñëå åãî

äèñêðåòèçàöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåäñòàâëåíèå íåïðåðûâíîãî (àíàëîãîâîãî) ñèãíàëà x(t)

äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ x(tk) = x(k∆t), ïî êîòîðîé ñ çàäàííîé

òî÷íîñòüþ ìîæíî âîññòàíîâèòü èñõîäíûé íåïðåðûâíûé ñèãíàë, íàçûâà-

åòñÿ äèñêðåòèçàöèåé íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ äèñêðåòèçèðîâàííîãî ñèãíàëà

íàçûâàåòñÿ èíòåðïîëÿöèåé.

Äîïóñòèì, ÷òî ó íàñ åñòü íåïðåðûâíîå èçîáðàæåíèå i(x, y). Ïîñëå äèñ-

êðåòèçàöèè ìû ïîëó÷àåì äèñêðåòíîå èçîáðàæåíèå I(xk, ym). Çàòåì ìû

èíòåðïîëèðóåì åãî è ïåðåõîäèì ê èçîáðàæåíèþ i′(x, y).

Åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê íóæíî ïðîâîäèòü äèñêðåòèçàöèþ,

÷òîáû íå ïðîèñõîäèëà ïîòåðÿ èíôîðìàöèè? Ò.å., êîãäà âîçìîæíî òà-

êîå âîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãî èçîáðàæåíèÿ i′(x, y) ïî äèñêðåòíîìó

I(xk, ym), ÷òîáû îíî ñîâïàäàëî ñ èñõîäíûì èçîáðàæåíèåì i(x, y)?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà-

Øåííîíà (ìû ðàññìîòðèì åå òîëüêî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, íî åå îáîáùå-

íèå äëÿ áîëüøèõ ðàçìåðíîñòåé äîñòàòî÷íî ïðîñòî).

Èñïîëüçóåì ñèììåòðè÷íóþ ôîðìó çàäàíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå F (ω)

ôóíêöèè f(t)

F (ω) =

∞∫
−∞

f(t)e−2πitωdt

äëÿ âñåõ ω ∈ R.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(R) ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå âñåõ ôóíê-

öèé f , ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó L1(R).
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Òåîðåìà. Ïóñòü f ∈ L1(R)∩A(R) èëè f ∈ L2(R). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äàíû êîíñòàíòû T ,Ω > 0 òàêèå, ÷òî

F (ω) ðàâíà 0 âíå ñåãìåíòà [−Ω,Ω], (4.8)

è

0 < 2TΩ 6 1. (4.9)

Òîãäà

f(t) = 2TΩ
∑

f(nT )
sin[2πΩ(t− nT )]

2πΩ(t− nT )
, (4.10)

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷íî íà R, åñëè f ∈ L1(R) ∩ A(R), è ðÿä

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî, åñëè f ∈ L2(R).

Òàêèì îáðàçîì, ñèãíàë, îïèñûâàåìûé íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âðåìåíè

f(t) ñî ñïåêòðîì ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè

çíà÷åíèÿìè, îòñ÷èòàííûìè ÷åðåç èíòåðâàëû âðåìåíè T = 1/(2Ω), ãäå Ω

� øèðèíà ñïåêòðà ñèãíàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1) Ïóñòü f ∈ L1(R) ∩ A(R).

Ââåäåì ôóíêöèþ G(ω)

G(ω) =

F (ω), åñëè |ω| < Ω,

0, åñëè |ω| 6 1
2T .

Ïðîäîëæèì åå ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì 1/T íà R. Òîãäà ìû ìîæåì

ðàçëîæèòü G(ω) â ðÿä Ôóðüå, èìåþùèé âèä

G(ω) =
∑

cne
−πinω(2T ),

ãäå

cn = T

1
2T∫

− 1
2T

G(ω)eπinω(2T )dω.
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Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè G(ω) è èç ôîðìóëû îáðàùåíèÿ

f(t) =

∞∫
−∞

F (ω)e2πitωdω,

ñëåäóåò, ÷òî cn = Tf(nT ).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ïðåîáðàçîâàíè-

ÿõ:

f(t) =

∞∫
−∞

F (ω)e2πitωdω <ïî ôîðìóëå îáðàùåíèÿ>

=

Ω∫
−Ω

G(ω)e2πitωdω <ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèèG(ω)>

=

Ω∫
−Ω

∑
cne
−2πinTωe2πitωdω <ïîäñòàâèëè âûðàæåíèå äëÿ

ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèèG(ω)>

=
∑

cn

Ω∫
−Ω

e2πi(t−nT )ωdω <ðÿäû Ôóðüå èíòåãðèðóåìûõ

ôóíêöèé ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî÷ëåííî>

=
∑

cn
sin[2πΩ(t− nT )]

π(t− nT )
<ïîëó÷àåì èíòåãðèðîâàíèåì>

= 2TΩ
∑

f(nT )
sin[2πΩ(t− nT )]

2πΩ(t− nT )
<ò.ê. cn = Tf(nT );

óìíîæèëè è ïîäåëèëè íà 2Ω>,

÷.ò.ä.

2) Ïóñòü f ∈ L2(R). Â ïðîñòðàíñòâå L2 òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî. Òàê æå ââîäèì ôóíêöèþ G(ω), ïåðèîäè÷åñêè ïðîäîëæàåì åå íà

R è ðàñêëàäûâàåì â ðÿä Ôóðüå.
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Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå â L2

‖f(t)−
Ω∫

−Ω

G(ω)e2πitωdω‖L2
= 0. (4.11)

Ïóñòü Sn(ω) � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè G(ω). Ââå-

äåì ôóíêöèþ

χΩ(ω) =

1, ω ∈ [−Ω,Ω],

0, ω /∈ [−Ω,Ω], .

Òîãäà,

‖
Ω∫

−Ω

G(ω)e2πitωdω −
Ω∫

−Ω

Sn(ω)e2πitωdω‖L2

= ‖
∞∫

−∞

χΩ(ω)(G(ω)− Sn(ω))e2πitωdω‖L2
<ïî îïðåäåëåíèþ χΩ(ω) >

= ‖χΩ(ω)(G(ω)− Sn(ω))‖L2

< ïî òåîðåìå Ïëàíøåðåëÿ ‖f(t)‖L2
= ‖F (ω)‖L2

>

= ‖(G(ω)− Sn(ω))‖L2[−Ω,Ω]. (4.12)

Òàê êàê Sn � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà Ôóðüå G, òî

lim ‖G(ω)− Sn(ω)‖L2[−Ω,Ω] −−−→
n→∞

0.

Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå, (4.11) è (4.12), à òàêæå íåðàâåíñòâî Ãåëü-

äåðà è îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòîâ cn, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå â òåîðåìå

ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà-Øåííîíà

Çàìå÷àíèå 1. Îñíîâîé äîêàçàòåëüñòâ òåîðåìû â ïðîñòðàíñòâàõ L1(R) è

L2(R) ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïåðåõîäà îò ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ê ðÿäàì

Ôóðüå.

Çàìå÷àíèå 2. Èññëåäóåì âîïðîñ î òîì, ìîæíî ëè îñëàáèòü óñëîâèå

(4.9) òåîðåìû.

Ïðèâåäåííûé íèæå ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ. Äî-

ïóñòèì, êîíñòàíòû T , Ω > 0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó 2TΩ > 1. Âîçü-

ìåì ôóíêöèþ

f(t) =
sin(πtT )

πt
T

∈ L2(R).

ßñíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòîé ôóíêöèè F (ω) = Tχ( 1
2T )(ω). Ñëå-

äîâàòåëüíî, óñëîâèå (4.8) âûïîëíåíî. Òàê êàê

f(nT ) =

0, åñëè n 6= 0,

1, åñëè n = 0,

òî ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (4.10)

g(t) = 2TΩ
sin 2πΩt

2πΩt
.

Ôóíêöèè f è g íå ðàâíû, òàê êàê îáå íåïðåðûâíû íà R è f(0) = 1, à

g(0) = 2TΩ > 1. Ò.å. ïðàâàÿ ÷àñòü íå ðàâíà ëåâîé ÷àñòè, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî 2TΩ > 1 íå

ÿâëÿåòñÿ âåðíûì.

Çàìå÷àíèå 3. Â ôîðìóëå (4.10) êîíñòàíòó T îáû÷íî íàçûâàþò ïåðèî-

äîì äèñêðåòèçàöèè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(nT ) : n ∈ Z}� ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ äèñêðåòèçèðîâàííûõ çíà÷åíèé. ×àñòîòà 2Ω íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé

Íàéêâèñòà èëè ÷àñòîòîé äèñêðåòèçàöèè. Ýòî ìèíèìàëüíàÿ ÷àñòîòà, ñ êî-

òîðîé íóæíî ïîñûëàòü èìïóëüñû, ÷òîáû íå áûëî ïîòåðè èíôîðìàöèè î

ñèãíàëå. Âåëè÷èíà T = 1/(2Ω) � ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè,

ò.å. ìàêñèìàëüíûé ïðèåìëåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ìåæäó ïåðåäàâàå-
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ìûìè èìïóëüñàìè.

Çàìå÷àíèå 4. Íà ïðàêòèêå âîññòàíîâëåííàÿ ïî ôîðìóëå (4.10) ôóíê-

öèÿ fo(t), êàê ïðàâèëî, íå ñîâïàäàåò òî÷íî c ïåðåäàâàåìîé ôóíêöèåé f(t).

Îøèáêà îáóñëîâëåíà, íàïðèìåð, òåì, ÷òî ñïåêòð ïåðåäàâàåìîé ôóíêöèè

f(t) îáû÷íî îãðàíè÷åí íå ðåçêî. Ýòî âûòåêàåò õîòÿ áû èç òîãî ôàê-

òà, ÷òî âñå ðåàëüíûå ñèãíàëû îãðàíè÷åíû âî âðåìåíè. Ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî èç ýòîé îãðàíè÷åííîñòè ïî âðåìåíè ñëåäóåò,÷òî ýòè ñèãíàëû

íå èìåþò ñòðîãî îãðàíè÷åííûõ ñïåêòðîâ. Âûáîð èíòåðâàëîâ îòñ÷åòîâ

T > 0 îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ñïåêòðà ñ ÷àñòî-

òàìè ω > Ωmax = 1/T íå ïåðåäàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè 2TΩ > 1,

òî èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà. Âîçíèêàþùèé ïðè

ýòîì ýôôåêò íàçûâàåòñÿ àëèàñèíãîì � aliasing (ïåðåâîäèòñÿ òàêæå êàê

íàëîæåíèå).
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Ãëàâà 5

Êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè (ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ) èçîáðàæåíèé ÿâëÿåòñÿ

âàæíîé äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, òàêèõ êàê îá-

ðàáîòêà è àíàëèç ìåäèöèíñêèõ èçîáðàæåíèé, îáðàáîòêà àýðîêîñìè÷åñêèõ

ñíèìêîâ, îáðàáîòêà äàííûõ âèäåîíàáëþäåíèÿ, òðàíñëÿöèÿ âèäåîïîòîêà

íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ íà ñîâðåìåííûõ øèðîêîôîðìàòíûõ äèñïëåÿõ è ðÿäà

äðóãèõ çàäà÷.

Ðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè êîìïüþòåðîâ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîçâîëÿåò

â ðåàëüíîì âðåìåíè èñïîëüçîâàòü ñëîæíûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ïîâû-

øåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, à òàêæå ðåøàòü çàäà÷ó ìíîãîêàäðîâîãî

ñóïåððàçðåøåíèÿ. Ñóïåððàçðåøåíèå ïîçâîëÿåò ñðàçó ïî íåñêîëüêèì ðàç-

ëè÷íûì èçîáðàæåíèÿì íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ îäíîãî è òîãî æå îáúåêòà ïî-

ñòðîèòü îäíî èçîáðàæåíèå âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü

áîëüøåãî êà÷åñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðèìåíåíèåì ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

êàæäîãî èç èçîáðàæåíèé íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ ïî îòäåëüíîñòè.

Çàäà÷à ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé îáëàäàåò îñîáåííîñòÿìè,

íå ïîçâîëÿþùèìè ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü îáùèå ìåòîäû èíòåðïîëÿöèè

ôóíêöèé äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, ïîýòîìó äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíèé òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ. Ñðåäè òàêèõ îñîáåí-

íîñòåé ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

1. Íàëè÷èå ñïåöèôè÷íîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ñîäåðæàíèè è ñòðóê-
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òóðå èçîáðàæåíèÿ. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðå íåïðåðûâ-

íîãî èçîáðàæåíèÿ: åñëè èçîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû

Êîòåëüíèêîâà, òî âîçìîæíî åãî îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå ïî äèñêðåò-

íîìó èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Äðóãèìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ

ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîõðàíåíèè ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæåíèÿ ïðè ïîâû-

øåíèè ðàçðåøåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ î ñòðóêòóðå êîíòóðîâ îáúåêòîâ.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ èçîáðàæåíèé ýòà àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ ðàç-

ëè÷àåòñÿ, ïîýòîìó íåâîçìîæíî ðàçðàáîòàòü óíèâåðñàëüíûé ìåòîä ïîâû-

øåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ èçîáðàæåíèé.

2. Çíà÷èìîñòü ñóáúåêòèâíîé îöåíêè ðåçóëüòàòà ïîâûøåíèÿ ðàçðåøå-

íèÿ. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ âèäåîïîòîêà íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

íà ýêðàíàõ âûñîêîé ÷åòêîñòè, âèçóàëüíîå êà÷åñòâî èçîáðàæåíèé èìååò

ðåøàþùåå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì èìååò çíà÷åíèå êàê îòñóòñòâèå àðòåôàê-

òîâ, òàê è ïðàâäîïîäîáíîñòü ïîëó÷àåìîãî ðåçóëüòàòà: îòñóòñòâèå èñêà-

æåíèé, òàêèõ êàê èñ÷åçíîâåíèå ìåëêèõ äåòàëåé èëè ïîÿâëåíèå íîâûõ

äåòàëåé.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûìè àðòåôàêòàìè, âîçíèêàþùèìè ïðè ïî-

âûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé, ÿâëÿþòñÿ àðòåôàêòû, ñâÿçàííûå ñ

èñêàæåíèåì âûñîêî÷àñòîòíîé èíôîðìàöèè, èëëþñòðàöèÿ êîòîðûõ äàíà

íà ðèñ.5.1 : ýôôåêò ðàçìûòèÿ, àëèàñèíã è îñöèëëÿöèè Ãèááñà.

Ðàçìûòèå Àëèàñèíã Ëîæíîå îêîíòóðèâàíèå
(ñòóïåí÷àòîñòü êîíòóðîâ) (îñöèëëÿöèè Ãèááñà)

Ðèñ. 5.1: Ïðèìåðû àðòåôàêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Â çàäà÷àõ îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé îñöèëëÿöèè Ãèááñà ïðîÿâëÿþòñÿ

êàê ýôôåêò ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ, âîçíèêàþùèé ïðè íåäîñòàòêå èí-
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ôîðìàöèè î âûñîêèõ ÷àñòîòàõ èçîáðàæåíèÿ è ïðîÿâëÿþùèéñÿ â âèäå

îðåîëîâ âîçëå ðåçêèõ êîíòóðîâ. Â îòëè÷èå îò íàñòîÿùèõ îñöèëëÿöèé

Ãèááñà, â ñëó÷àå ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ íàáëþäàåòñÿ îáû÷íî òîëüêî

îäíà èëè äâå îñöèëëÿöèè.

Äëÿ ïîäàâëåíèÿ àðòåôàêòîâ, âíåñ¼ííûõ ìåòîäàìè ïîâûøåíèÿ ðàçðå-

øåíèÿ èçîáðàæåíèé, ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ïîñòîáðàáîòêè.

3. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ òðåáóåòñÿ íå ïîñòðîåíèå íåïðåðûâíîãî èçîá-

ðàæåíèÿ, à ïåðåõîä ñ áîëåå ãðóáîé ñåòêè íà áîëåå ìåëêóþ. Òàêîé ïðîöåññ

íàçûâàþò ðåñàìïëèíãîì èçîáðàæåíèé, à êîýôôèöèåíò îòíîøåíèÿ øàãà

êðóïíîé ñåòêè ê êîýôôèöèåíòó øàãà ìåëêîé ñåòêè � êîýôôèöèåíòîì

óâåëè÷åíèÿ èçîáðàæåíèé.

4. Âàæíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðå-

øåíèÿ èçîáðàæåíèé è âîçìîæíîñòü èõ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðè ïðèìåíå-

íèè â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.

Îáúåêòèâíûé àíàëèç êà÷åñòâà ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè èçîáðàæåíèé

îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíûõ ìåòðèê, ó÷èòûâàþùèõ

êàê áëèçîñòü ðåçóëüòàòà ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ ê ýòàëîííîìó èçîáðà-

æåíèþ, òàê è ñóáúåêòèâíóþ îöåíêó êà÷åñòâà èçîáðàæåíèÿ.

Áîëüøèíñòâî àëãîðèòìîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèÿ ðàáî-

òàþò ñ èçîáðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè òîëüêî îäíó êîìïîíåíòó. Ïðèìå-

íåíèå òàêèõ àëãîðèòìîâ ê öâåòíûì èçîáðàæåíèÿì çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ â âèäå òð¼õ îäíîêîìïîíåíòíûõ èçîáðà-

æåíèé è ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ èçîáðàæåíèé ïî îò-

äåëüíîñòè. Ïðè ýòîì ÷àñòî ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä â äðóãîå öâåòîâîå ïðî-

ñòðàíñòâî, íàïðèìåð, YUV, ãäå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè, à îñòàâøèåñÿ äâå êîìïîíåíòû îïðåäåëÿþò öâåò.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ïðè ïî-

âûøåíèè ðàçðåøåíèÿ öâåòíûõ èçîáðàæåíèé, ïðèìåíÿÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ öâåòîâûõ êîìïîíåíò áûñòðûå àëãîðèòìû. Îñíîâîé ýòîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ áîëüøàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ÷åëîâå÷åñêîãî âîñïðèÿòèÿ ê ÿðêîñòè,
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÷åì ê öâåòó.

Ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, êîòîðûå ðàáîòàþò ñ êîìïîíåíòàìè èíòåíñèâ-

íîñòè ïèêñåëÿ öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ êàê ñ åäèíûì öåëûì. Íàïðèìåð, â

çàäà÷àõ âûäåëåíèÿ êîíòóðîâ èñïîëüçóåòñÿ öâåòîâîé ãðàäèåíò, ïîçâîëÿþ-

ùèé íàõîäèòü êîíòóðû, êîòîðûå íåëüçÿ íàéòè èñïîëüçóÿ òîëüêî ÿðêîñò-

íóþ êîìïîíåíòó èçîáðàæåíèÿ. Îäíàêî â çàäà÷àõ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèÿ òàêèå àëãîðèòìû íå ïîëó÷èëè ïîïóëÿðíîñòè èç-çà âûñîêîé

ñëîæíîñòè è îòñóòñòâèÿ ñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ ñóáúåêòèâíîãî êà÷å-

ñòâà èçîáðàæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ àëãîðèòìû èíòåðïîëÿöèè öâåòíûõ èçîáðàæåíèé

ïðèìåíÿþòñÿ, â îñíîâíîì, äëÿ äåìîçàèêèíãà � èíòåðïîëÿöèè áàéåðîâ-

ñêèõ øàáëîíîâ. Â áîëüøèíñòâå óñòðîéñòâ ïîëó÷åíèÿ öâåòíûõ öèôðîâûõ

èçîáðàæåíèé èñïîëüçóþòñÿ ìàòðèöû, ñîñòîÿùèå èç ðàçëè÷íûõ ôîòîýëå-

ìåíòîâ, ÷óâñòâèòåëüíûõ ê ñâåòó ñ îïðåäåëåííîé äëèíîé âîëíû. Èñïîëü-

çóþòñÿ òðè òèïà ýëåìåíòîâ: ÷óâñòâèòåëüíûõ ê êðàñíîìó, çåëåíîìó è ñè-

íåìó öâåòàì. Ýòè òðè òèïà ýëåìåíòîâ ðàñïîëîæåíû â âèäå ìîçàèêè, íà-

çûâàåìîé îáû÷íî áàéåðîâñêèì øàáëîíîì. Çàäà÷à äåìîçàèêèíãà ñîñòîèò

â ïîëó÷åíèè ïîëíîöâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ ïî åãî áàéåðîâñêîìó øàáëîíó.

5.1 Ëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Ïðîñòåéøèì êëàññîì ìåòîäîâ èíòåðïîëÿöèè èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ëè-

íåéíûå ìåòîäû. Â îáùåì ñëó÷àå ìåòîäû ýòîãî êëàññà îñíîâàíû íà èñ-

ïîëüçîâàíèè íåïðåðûâíîé ñâ¼ðòêè δ-ïðåäñòàâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ è íåêî-

òîðîãî ÿäðà K(x, y), êîòîðîå äëÿ äèñêðåòíîé ôóíêöèè ui,j íà ñåòêå ñ

øàãàìè ñåòêè hx è hy èìååò âèä

f(x0, y0) =
+∞∑
i=−∞

+∞∑
j=−∞

ui,jK

(
x0

hx
− i, y0

hy
− j
)
, (5.1)

ãäå f(x, y) � èíòåðïîëèðîâàííîå èçîáðàæåíèå. Íà äàííîì ýòàïå íå íà-

êëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèÿ ïèêñåëåé è ðàçìåð èñ-
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õîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ ÿäðî âèäà K(x, y) =

K(x)K(y). Ýòî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ñêîðîñòü ðàáîòû àë-

ãîðèòìà, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå èíòåðïîëÿöèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïîñëåäî-

âàòåëüíóþ îäíîìåðíóþ èíòåðïîëÿöèþ ñíà÷àëà ïî îäíîé îñè, çàòåì ïî

äðóãîé:

fi(y) =
+∞∑
j=−∞

ui,jK

(
y

hy
− j
)
,

f(x, y) =
+∞∑
i=−∞

fi(y)K

(
x

hx
− i
)
.

(5.2)

Ïðè ýòîì íà ÿäðî K(t) íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Óñëîâèå èíòåðïîëÿöèè

K(0) = 1,

K(n) = 0, n = ±1,±2, . . . .

Ýòî óñëîâèå íóæíî äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà çíà÷åíèé èñõîäíîãî è

èíòåðïîëèðîâàííîãî èçîáðàæåíèé

f(ihx, jhy) = ui,j, i, j ∈ Z

â óçëàõ ñåòêè.

2. Ôèíèòíîñòü ÿäðà

K(t) = 0, |t| > p > 0.

Òàê êàê âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ìåòîäà èíòåðïîëÿöèè (5.1) ïðî-

ïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå, òî äëÿ äîñòè-

æåíèÿ âûñîêîé ñêîðîñòè èíòåðïîëÿöèè âûáèðàþòñÿ ÿäðà ñ íåáîëüøèì

p.

3. Óñëîâèå íîðìèðîâêè êîýôôèöèåíòîâ

+∞∑
i=−∞

K(t+ i) = 1, 0 ≤ t < 1.
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Äàííîå óñëîâèå ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ èçîáðàæåíèÿ, âñå

ïèêñåëè êîòîðîãî èìåþò îäèíàêîâîå çíà÷åíèå ui,j = C, äîëæíà äàâàòü

êîíñòàíòíóþ ôóíêöèþ f(x, y) = C.

Ê íàèáîëåå ïîïóëÿðíûì ëèíåéíûì ìåòîäàì ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþ-

ùèå ìåòîäû:

1. Ìåòîä áëèæàéøåãî ñîñåäà:

K(t) =

1 äëÿ − 1/2 ≤ t < 1/2,

0 èíà÷å.

Ýòî ñàìûé áûñòðûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè. Â ñëó÷àå ðåñàìïëèíãà ñ öå-

ëûì êîýôôèöèåíòîì óâåëè÷åíèÿ îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòîå ïîâòîðå-

íèå ïèêñåëåé èçîáðàæåíèÿ. Äàííûé ìåòîä îáëàäàåò ñåðü¼çíûì íåäîñòàò-

êîì: ïîëó÷àåìàÿ ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîé, à íà èçîáðàæåíèè

ÿðêî âûðàæåí ýôôåêò ñòóïåí÷àòîñòè.

2. Ìåòîä èíòåðïîëÿöèè ïåðâîãî ïîðÿäêà:

K(t) =

1− |t| äëÿ − 1 < t < 1,

0 èíà÷å.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòîò ìåòîä íàçûâàþò áèëèíåéíîé èíòåðïîëÿöè-

åé. Ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà ôóíêöèÿ f(x, y) ÿâëÿåòñÿ íåïðå-

ðûâíîé ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Àðòåôàêòàìè ìåòîäà

ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò ñòóïåí÷àòîñòè, íî ìåíåå âûðàæåííûé, ÷åì â ìåòîäå

áëèæàéøåãî ñîñåäà, è íåáîëüøîé ýôôåêò ðàçìûòèÿ.

3. Ìåòîä ñïëàéí-èíòåðïîëÿöèè òðåòüåãî ïîðÿäêà (áèêóáè÷åñêàÿ èí-

òåðïîëÿöèÿ):

K(t) =


(a+ 2)|t|3 − (a+ 3)|t|2 + 1 äëÿ |t| ≤ 1,

a|t|3 − 5a|t|2 + 8a|t| − 4t äëÿ 1 < |t| < 2,

0 èíà÷å.

(5.3)
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Ýòîò ìåòîä íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé èç-çà ìàëîãî çíà÷åíèÿ p (p = 2) è õîðîøåãî áàëàíñà ìåæäó

àðòåôàêòàìè ðàçìûòèÿ, àëèàñèíãà è îêîíòóðèâàíèÿ êðàåâ.

4. ¾Èäåàëüíàÿ¿ èíòåðïîëÿöèÿ, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû

Êîòåëüíèêîâà :

K(t) = sinc t =
sin πt

πt
. (5.4)

Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà ãàðàíòèðóåò âîññòàíîâëåíèå íåïðåðûâíîãî ñèã-

íàëà ïî äèñêðåòíîìó ïðè óñëîâèè, ÷òî â ñïåêòðå íåïðåðûâíîãî ñèãíàëà

íå áûëî ÷àñòîò âûøå 1
2 max(hx,hy) . Íà ïðàêòèêå ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà çà-

òðóäíèòåëüíî èç-çà òîãî, ÷òî ÿäðî (5.4) íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì (p =∞),

à ñïåêòð åñòåñòâåííûõ èçîáðàæåíèé íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Ïðè èí-

òåðïîëÿöèè èçîáðàæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà, íà èçîáðàæåíèè

âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ íàáëþäàåòñÿ ÿðêî âûðàæåííûé ýôôåêò ëîæíîãî

îêîíòóðèâàíèÿ, ïðè÷èíîé êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îñöèëëÿöèè Ãèááñà.

5. Ìåòîä Ëàíöîøà, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïðèáëèæåíèå èäåàëüíîé

èíòåðïîëÿöèè ôèíèòíûì ÿäðîì:

Kp(t) =

sinc(t) · sinc
(
t
p

)
äëÿ |t| < p,

0 èíà÷å.
(5.5)

Ïàðàìåòð p ∈ N çàäàåò ðàçìåð ÿäðà. Íà ïðàêòèêå îáû÷íî èñïîëüçóþò

p = 2 è p = 3.

6. Ìåòîä èíòåðïîëÿöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèëüòðà Ãàóññà:

K(t) =
1

σ
√

2π
e−

t2

2σ2 .

Äàííûé ìåòîä èíòåðïîëÿöèè íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ, òåì

íå ìåíåå, îí îáëàäàåò ðÿäîì ïîëåçíûõ ñâîéñòâ è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, îí èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ïðîèçâîäíûõ ëþáûõ ïîðÿäêîâ â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ íà èçîáðàæåíèè.

ßäðî ôèëüòðà íå ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíûì, òåì íå ìåíåå, îíî áûñòðî óáûâà-
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åò ïðè ðîñòå t, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïðèíèìàþò K(t) = 0 ïðè

|t| > tσ, ãäå çíà÷åíèå tσ âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îøèáêà íå

ïðåâûøàëà çàäàííîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè tσ = 3σ çíà÷åíèå

îøèáêè ñóùåñòâåííî íèæå ðàçíèöû ìåæäó îòîáðàæàåìûìè ãðàäàöèÿ-

ìè èíòåíñèâíîñòè ñîâðåìåííûõ ìîíèòîðîâ, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå ÷àùå

âñåãî èñïîëüçóþò èìåííî ýòî çíà÷åíèå. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî âû÷èñëåíèÿ

ñâ¼ðòêè ñ ôèëüòðîì Ãàóññà èñïîëüçóåòñÿ åãî ïðèáëèæåíèå ñ ïîìîùüþ

ðåêóððåíòíûõ ôèëüòðîâ.

Ñðåäè êëàññà ëèíåéíûõ ìåòîäîâ íåâîçìîæíî âûáðàòü íàèëó÷øèé ìå-

òîä. Ëþáîé ëèíåéíûé ìåòîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàëàíñ ìåæäó òðåìÿ òè-

ïàìè àðòåôàêòîâ: ðàçìûòèÿ, àëèàñèíãà è ýôôåêòà Ãèááñà (ñì. ðèñ. 5.1).

Ïîäàâëåíèå îäíîãî èç àðòåôàêòîâ ïðèâîäèò ê óñèëåíèþ äðóãèõ àðòåôàê-

òîâ.

5.2 Íåëèíåéíûå ìåòîäû ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé

Äîáèòüñÿ áîëåå êà÷åñòâåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñ ïîìîùüþ íåëèíåé-

íûõ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ óñðåäíåíèÿ K(x, y) çàäà¼òñÿ îòäåëüíî

äëÿ êàæäîãî èíòåðïîëèðóåìîãî ïèêñåëÿ è, âîîáùå ãîâîðÿ, çàâèñèò îò

çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòåé ïèêñåëåé èíòåðïîëèðóåìîãî èçîáðàæåíèÿ.

5.2.1 Èíòåðïîëÿöèÿ âäîëü êîíòóðîâ

Ïðèìåðîì íåëèíåéíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ êëàññ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ.

Â îñíîâå ãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìîâ ëåæèò òîò ôàêò, ÷òî èíòåðïîëÿöèÿ

âäîëü êðà¼â (êîíòóðîâ) äåòàëåé èçîáðàæåíèÿ äà¼ò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû,

÷åì îáû÷íàÿ ëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ. Â öåëîì ðåçóëüòàò, ïîëó÷àåìûé

ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè, ïîëó÷àåòñÿ áëèçîê ê ðåçóëüòàòó áèêóáè÷åñêîé

èíòåðïîëÿöèè, íî ýôôåêò àëèàñèíãà îêàçûâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíî-

ñòüþ ïîäàâëåí. Îäèí èç ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè òàêîé èíòåðïîëÿöèè îñ-

íîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè Ãàóññà ñ ïåðåìåííûìè ðàäèóñàìè ïî
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Ðèñ. 5.2: Ïðèìåð ÿäðà K(x, y) â òî÷êå êîíòóðà ïðè èíòåðïîëÿöèè ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ
ìåòîäîâ

ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì:

K(x′, y′, x0, y0) =
1

2πσxσy
e
− x′2

2σ2x
− y′2

2σ2y .

Çäåñü ÿäðî K(x′, y′, x0, y0) çàäàíî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ox′y′ c öåíòðîì â èíòåðïîëèðóåìîì ïèêñåëå O = (x0, y0) è îñüþ Ox′, ñîâ-

ïàäàþùåé ñ íàïðàâëåíèåì ãðàäèåíòà èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ â (x0, y0).

Ðàäèóñ σy ôèêñèðîâàí, à ðàäèóñ σx âûáèðàåòñÿ íà îñíîâå àíàëèçà ìîäó-

ëÿ ãðàäèåíòà èçîáðàæåíèÿ: ÷åì áîëüøå ìîäóëü ãðàäèåíòà, òåì ìåíüøå

çíà÷åíèå σx. Ïðèìåð ÿäðà ïðè èíòåðïîëÿöèè â òî÷êå ãðàíèöû ïðèâåäåí

íà ðèñ. 5.2.

Åùå îäèí àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ãðàäèåíòà � ýòî

ìåòîä WADI (Warped Distance). Â íåì çíà÷åíèå èíòåðïîëèðóåìîãî ïèê-

ñåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó çíà÷åíèé ÷åòûðåõ áëèæàé-

øèõ ïèêñåëåé, ïðè÷åì âåñà âûáèðàþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî

ýòèõ ïèêñåëåé è ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé â ýòèõ ïèêñåëÿõ. ×åì áîëüøå ïðî-

èçâîäíàÿ, òåì ìåíüøå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû.

Àëãîðèòì NEDI (New Edge-Directed Interpolation) óâåëè÷èâàåò èçîá-

ðàæåíèå â 2 ðàçà, èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñàìîïîäîáèè ôðàãìåíòîâ

èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ôðàãìåíòîâ

èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Çíà÷åíèÿ èíòåðïîëèðóåìûõ ïèêñåëåé
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ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âçâåøåííóþ ñóììó ÷åòûðåõ ñîñåäíèõ ïèêñåëåé, ïðè

ýòîì âåñà âû÷èñëÿþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñõîäíîå èçîáðàæåíèå áû-

ëî ïîëó÷åíî ñ òåìè æå âåñàìè ïóòåì óâåëè÷åíèÿ óìåíüøåííîãî â 2 ðàçà

èñõîäíîãî èçîáðàæåíèÿ. NEDI õîðîøî ñïðàâëÿåòñÿ ñ êîíòóðàìè îáúåê-

òîâ (âèçóàëüíî ëó÷øå, ÷åì ãðàäèåíòíûå ìåòîäû), íî ïëîõî îáðàáàòûâàåò

ó÷àñòêè èçîáðàæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèå î ñàìîïîäîáèè íåâåð-

íî.

Ê ìåòîäó NEDI áëèçîê êëàññ ôðàêòàëüíûõ àëãîðèòìîâ, â îñíîâå êîòî-

ðûõ ëåæèò ñâîéñòâî ñàìîïîäîáèÿ öåëûõ áëîêîâ èçîáðàæåíèÿ. Ïðèíöèï

ðàáîòû àëãîðèòìîâ ôðàêòàëüíîãî ðåñàìïëèíãà àíàëîãè÷åí àëãîðèòìàì

ôðàêòàëüíîãî ñæàòèÿ è îñíîâàí íà ìåòîäàõ ôðàêòàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ.

5.2.2 Ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû

Øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷ó ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ

èçîáðàæåíèé êàê îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

Az = u, (5.6)

ãäå u � èñõîäíîå èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ, z � èñêîìîå èçîá-

ðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, A � îïåðàòîð ïîíèæåíèÿ ðàçðåøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå: ïîñòðîèòü òàêîå èçîáðà-

æåíèå âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ, êîòîðîå ïîñëå óìåíüøåíèÿ äàñò èçâåñòíîå

èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ.

Ýòà ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ êàê îáðàòíîé çàäà÷è

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ åå ðåøåíèÿ ìåòîäû òåîðèè ðåøåíèÿ îáðàò-

íûõ çàäà÷. Ýòà òåîðèÿ áûëà ñîçäàíà À.Í.Òèõîíîâûì. Ñîçäàííûé ìàòå-

ìàòè÷åñêèé àïïàðàò äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î

ðåøåíèè îêàçàëñÿ ýôôåêòèâíûì è â îáëàñòè îáðàáîòêè èçîáðàæåíèé.

Îáðàòíàÿ çàäà÷à, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (5.6), ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêò-

íî ïîñòàâëåííîé. Äëÿ åå ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ìåòîäû, îñ-

íîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èçîáðàæåíèè:
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1. Ðåãóëÿðèçèðèçóþùèå ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿ-

ðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà.

Â îáùåì ñëó÷àå çàäàþòñÿ äâà ôóíêöèîíàëà: ôóíêöèîíàë ñîîòâåòñòâèÿ

èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ

ρ(z, u), íàïðèìåð, íåâÿçêà

ρ(z, u) = ‖Az − u‖2
2,

è ôóíêöèîíàë ñîîòâåòñòâèÿ èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ àïðè-

îðíîé èíôîðìàöèè Ψ(z) � ñòàáèëèçàòîð. Äëÿ íàõîæäåíèÿ èçîáðàæå-

íèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ðåãóëÿðèçèðóþ-

ùåãî ôóíêöèîíàëà

zα = arg min
z

(ρ(z, u) + αΨ(z)) ,

ãäå ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè α êîíòðîëèðóåò áàëàíñ ìåæäó ñîîòâåòñòâè-

åì èçîáðàæåíèþ íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ è àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé.

Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåãóëÿðèçèðóþùèå ìåòîäû

zC = arg min
z∈MC

ρ(z, u), MC = {z|Ψ(z) ≤ C}

è

zσ = arg min
z∈Mσ

Ψ(z), Mσ = {z|ρ(z, u) ≤ σ}.

2. Ìåòîä îáðàòíîé ïðîåêöèè îøèáêè , çàêëþ÷àþùèéñÿ â èòåðàöèîííîé

ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ‖Az − u‖:

zk+1 = zk + U(Azk − u),

ãäå U � îïåðàòîð ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé. Íåäîñòàòêîì

ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå óñòîé÷èâîñòè è ñõîäèìîñòè. Ðåçóëüòàò çàâè-

ñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ z0 è îïåðàòîðà U . Òåì íå ìåíåå,

äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàê êàê ÷àñòî

ïîçâîëÿåò çà ìàëîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò ñ õîðîøèì
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âèçóàëüíûì êà÷åñòâîì.

3. Ìåòîä ïðîåêöèè íà âûïóêëûå ìíîæåñòâà, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïðî-

åêòèðîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ z0 íà ìíîæåñòâî èçîáðàæåíèé M , ãäå M �

âûïóêëûé êîìïàêò :

zR = prMz0 = arg min
z∈M
‖z − z0‖2

2.

Âûáîð ñòàáèëèçàòîðà îáóñëîâëåí òðåáîâàíèåì ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû

èçîáðàæåíèÿ â ñîâîêóïíîñòè ñ ñóùåñòâîâàíèåì ýôôåêòèâíîãî ÷èñëåí-

íîãî ìåòîäà äëÿ ìèíèìèçàöèè ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Ïðè

ïîñòðîåíèè ðåãóëÿðèçèðóþùèõ ìåòîäîâ ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðà-

æåíèé îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå âàðèàíòû âûáîðà ñòàáèëè-

çàòîðà:

1) Êâàäðàòè÷íûé ñòàáèëèçàòîð ‖∆z‖2
2;

2) Ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè;

3) Ôóíêöèîíàë áèëàòåðàëüíîé ïîëíîé âàðèàöèè, ïðåäñòàâëÿþùèé ñî-

áîé àäàïòàöèþ ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âàðèàöèè äëÿ çàäà÷è ïîâûøåíèÿ

ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Êâàäðàòè÷íûé ñòàáèëèçàòîð

Êâàäðàòè÷íûé ñòàáèëèçàòîð ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëü-

çóåìûõ â ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöèè ñòàáèëèçàòîðîâ:

Ψ[z] = ‖∆z‖2
2 =

Rx∫
0

Ry∫
0

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)2

dxdy.

Ïðè âûáîðå êâàäðàòè÷íîãî ñòàáèëèçàòîðà è êâàäðàòè÷íîé íîðìû, ðå-

çóëüòàòó ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé ïðèñóùè àðòåôàêòû ëè-

íåéíûõ ìåòîäîâ, à èìåííî ïðè áîëüøèõ α âîçíèêàåò ýôôåêò ðàçìûòèÿ,

à ïðè ìàëûõ α ïîÿâëÿþòñÿ îñöèëëÿöèè Ãèááñà, ïðîÿâëÿþùèåñÿ â âèäå

îðåîëîâ âîçëå êîíòóðîâ îáúåêòîâ.
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Ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè

Âàæíåéøåé ÷àñòüþ èçîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ êîíòóðû (edges). Àëãîðèòìû

ïîâûøåíèÿ ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé íå äîëæíû óäàëÿòü ëèáî äîáàâ-

ëÿòü êîíòóðû. Òàê, â ëèíåéíûõ ìåòîäàõ ðåñàìïëèíãà êîíòóðû òåðÿþòñÿ

ïðè ðàçìûòèè èçîáðàæåíèÿ, à íîâûå êîíòóðû äîáàâëÿþòñÿ âñëåäñòâèå

ëîæíîãî îêîíòóðèâàíèÿ è àëèàñèíãà. Äëÿ êîíòðîëÿ ýòèõ àðòåôàêòîâ

ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàë ïîëíîé âàðèàöèè.

5.2.3 Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè

Ïîëíàÿ âàðèàöèÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè z(x) ∈ R2 îïðåäåëÿåòñÿ

â âèäå

‖z‖V =

Rx∫
0

Ry∫
0

|
−→
∇z(x, y)|dxdy,

ãäå

|
−→
∇z(x, y)| =

((
∂z(x, y)

∂x

)2

+

(
∂z(x, y)

∂y

)2
)1/2

.

Äëÿ íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ïîëíàÿ âàðèàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ â

âèäå

‖z‖V = lim
h→0

Rx∫
0

Ry∫
0

((
z(x+ h, y)− z(x, y)

h

)2

+

+

(
z(x, y + h)− z(x, y)

h

)2
)1/2

dxdy.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïîëíàÿ âàðèàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

‖z‖V = h

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

(
(zi+1,j − zi,j)2 + (zi,j+1 − zi,j)2

)1/2
. (5.7)

Ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü îïðå-
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äåëåíèå ïîëíîé âàðèàöèè â âèäå

‖z‖TV = h

Nx∑
i=0

Ny∑
j=0

(|zi+1,j − zi,j|+ |zi,j+1 − zi,j|) . (5.8)

Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî

‖z‖V ≤ ‖z‖TV ≤
√

2‖z‖V ,

òàê êàê a2 + b2 ≤ (|a|+ |b|)2 ≤ 2(a2 + b2).

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïîëíîé âàðèàöèè ÿâëÿåòñÿ å¼ âçàèìîñâÿçü ñ

îñöèëëÿöèÿìè Ãèááñà, âîçíèêàþùèìè ïðè äåéñòâèè èäåàëüíîãî ôèëüòðà

âûñîêèõ ÷àñòîò.

Ïóñòü fξ = f ∗ gξ, ãäå gξ � ÿäðî èäåàëüíîãî ÷àñòîòíîãî ôèëüòðà ñî

çíà÷åíèÿìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

F{gξ}(w) = 1[−ξ,ξ] =

1, |w| ≤ ξ,

0, |w| > ξ.

Åñëè f(x) ∈ L2(R2), òî lim
ξ→+∞

‖f − fξ‖2 = 0. Îäíàêî åñëè ‖f‖V < +∞,

òî ‖fξ‖V = +∞ äëÿ ëþáîãî 0 < ξ < ∞. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðåäîò-

âðàùåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ îñöèëëÿöèé Ãèááñà ìîæíî íàëîæèòü äîïîëíè-

òåëüíîå óñëîâèå íà îãðàíè÷åííîñòü ïîëíîé âàðèàöèè.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ñòàáèëèçàòîðà ôóíêöèîíàëà ïîëíîé âà-

ðèàöèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðåãóëÿðèçèðóþùèé ìåòîä â ïîñòàíîâêå:

zC = arg min
‖z‖V≤C

‖Az − u‖.

Â îòëè÷èå îò äâóõ äðóãèõ âèäîâ ïîñòàíîâîê, ãäå ðåãóëÿðèçèðóþùèå

ïàðàìåòðû α è δ àïðèîðè íåèçâåñòíû, åñòü âîçìîæíîñòü îöåíèòü çíà-

÷åíèå C âñëåäñòâèå ñâÿçè ïîëíîé âàðèàöèè ñ ñóììàðíîé äëèíîé ëèíèé

óðîâíÿ ôóíêöèè z.
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Îáîçíà÷èì

Θt = {(x, y) ∈ R : z(x, y) > t}.

Åñëè z(x, y) íåïðåðûâíà, òî ãðàíèöà ∂Θt ìíîæåñòâà Θt ÿâëÿåòñÿ ëè-

íèåé óðîâíÿ âñåõ òî÷åê (x, y) òàêèõ, ÷òî z(x, y) = t. Ïóñòü H1(Θt) �

äëèíà ∂Θt. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà, ÷òî åñëè ‖z‖V < +∞, òîãäà

‖z‖V =

+∞∫
−∞

H1(Θt)dt.

Ïðè ïîíèæåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé òåðÿþòñÿ ìåëêèå äåòàëè

èçîáðàæåíèÿ, ïîýòîìó ïîëíàÿ âàðèàöèÿ èçîáðàæåíèÿ íèçêîãî ðàçðåøå-

íèÿ áóäåò íèæå ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæåíèÿ âûñîêîãî èçîáðàæåíèÿ,

èç êîòîðîãî áûëî ïîëó÷åíî èçîáðàæåíèå íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ. Îäíàêî

ïðè ïîâûøåíèè ðàçðåøåíèÿ èçîáðàæåíèé íåò âîçìîæíîñòè âîññòàíîâèòü

ýòè äåòàëè, ïîýòîìó ìû ñòàâèì óñëîâèå, ÷òîáû ïîëíàÿ âàðèàöèÿ èçîáðà-

æåíèÿ âûñîêîãî ðàçðåøåíèÿ áûëà ðàâíà ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæåíèÿ

íèçêîãî ðàçðåøåíèÿ:

C = ‖u‖V .

Ôóíêöèîíàë áèëàòåðàëüíîé ïîëíîé âàðèàöèè

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèå (5.8) â êà÷åñòâå ïîëíîé âàðèàöèè

äàåò ëèøü ïðèáëèæåííóþ èíôîðìàöèþ î ïîëíîé âàðèàöèè èçîáðàæå-

íèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèîíàë áèëàòåðàëüíîé

ïîëíîé âàðèàöèè:

‖z‖BTV = h

p∑
s,t=−p

∑
i,j

|zi+s,j+t − zi,j|,

âû÷èñëÿþùèé âçâåøåííóþ ñóììó ðàçíîñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íà èçîáðàæå-

íèè z. Ïàðàìåòð p îãðàíè÷èâàåò êîëè÷åñòâî íàïðàâëåíèé. ×åì áîëüøå

çíà÷åíèå p, òåì âûøå òî÷íîñòü ìåòîäà, íî è âûøå åãî âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñëîæíîñòü. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ p = 1 èëè p = 2.


